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NOTA DO EDITOR 


A Universidade Federal de Minas Gerais atua em diversos projetos de Educação a Distância, 
que incluem atividades de ensino, pesquisa e extensão. Dentre elas, destacam-se as ações 
vinculadas ao Centro de Apoio à Educação a Distância (CAED), que iniciou suas atividades 
em 2003, credenciando a UFMG junto ao Ministério da Educação para a oferta de cursos a 
distância. 


O CAED-UFMG (Centro de Apoio à Educação a Distância da Universidade Federal de Minas 
Gerais), Unidade Administrativa da Pró-Reitoria de Graduação, tem por objetivo administrar, 
coordenar e assessorar o desenvolvimento de cursos de graduação, de pós-graduação e 
de extensão na modalidade a distância, desenvolver estudos e pesquisas sobre educação 
a distância, promover a articulação da UFMG com os polos de apoio presencial, como 
também produzir e editar Livros acadêmicos e/ou didáticos, impressos e digitais, bem como 
a produção de outros materiais pedagógicos sobre EAD. 


Em 2007, diante do objetivo de formação inicial de professores em serviço, foi criado o 
Programa Pró-Licenciatura com a criação dos cursos de graduação a distância e, em 2008, 
com a necessidade de expansão da educação superior pública, foi criado pelo Ministério 
da Educação o Sistema Universidade Aberta do Brasil - UAB. A UFMG integrou-se a esses 
programas, visando apoiar a formação de professores em Minas Gerais, além de desenvolver 
um ensino superior de qualidade em municípios brasileiros desprovidos de instituições de 
ensino superior. 


Atualmente, a UFMG oferece, através do Pró-licenciatura e da UAB, cinco cursos de 
graduação, quatro cursos de pós-graduação lato sensu, sete cursos de aperfeiçoamento e 
um de atualização. 


Como um passo importante e decisivo, o CAED-UFMG decidiu criar a Editora CAED-UFMG 
como forma de potencializar a produção do material didático a ser disponibilizado para os 
cursos em funcionamento. 


Fernando Selmar Rocha Fidalgo 
Editor 
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PREFÁCIO /APRESENTAÇÃO 


Este livro foi escrito para uma disciplina de Tópicos de Análise Matemática, destinada a 
alunos do curso de licenciatura em Matemática que tenham, preferencialmente, cursado 
alguma disciplina introdutória de Análise, embora o livro se proponha a ser o mais auto 


contido possível. 


Disciplinas de Análise Matemática costumam ser grandes terrores dos alunos devido 
ao seu caráter rigoroso. Por outro lado, tais disciplinas se constituem em alguns 
dos principais pilares de formação de um matemático. Várias questões referentes 
à necessidade de disciplinas como essa em cursos de Licenciatura em Matemática 
são sempre discutidas e estudadas detalhadamente pelos profissionais em educação 
matemática. Minha opinião é a de que estudar análise matemática é como estudar 
a gramática de uma nova língua. Você até pode conseguir viajar para um outro país e 
conseguir se comunicar de alguma forma, mas apenas começará a ter domínio da língua 
após estudar sua gramática. Além disso, após adquirir tal domínio, essa se torna sempre 


mais familiar e aquela primeira dificuldade de comunicação acaba se extinguindo. 


Várias ideias contidas em demonstrações matemáticas poderiam ser expressas sem o 
formalismo apresentado com epsilons e deltas na análise. Porém, todo esse formalismo 
existe simplesment e para auxiliar, no sentido de minimizar a quantidade de palavras e 
frases necessárias para expressar o conhecimento matemático e ainda para uniformizar 


de certa forma a maneira de se transmitir o conhecimento. 


Finalmente, compreender a demonstração de um teorema é mais do que simplesmente 
repetir ideias. Além de desenvolver o raciocínio lógico que auxilia na compreensão 
de quaisquer outros tópicos matemáticos, estimula o estudante e futuro professor de 
matemática a pensar e questionar a veracidade de resultados. O ensino de uma maneira 
geral precisa de profissionais que estimulem os alunos a pensar, desenvolver seu próprio 
raciocínio, intuição, estabelecer conexões, ao invés de apenas repetir maquinalmente 


operações que hoje são facilmente executadas por computador ou mesmo pelo celular. 
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O objetivo desse curso é portanto trabalhar essas ideias de demonstrações e argumentos 
matemáticos através do estudo mais aprofundado da integral de Riemann, tratada em 


cursos introdutórios de cálculo. 


Na Aula 1 são feitas algumas considerações históricas sobre o surgimento da noção de 
integral e ainda uma revisão de certos símbolos e noções matemáticas necessárias para o 
entendimento da linguagem desse livro. A Aula 2 é destinada à revisão dos conceitos de 
supremo e infimo de um conjunto, uma vez que estes serão extremamente necessários 
para o entendimento das aulas seguintes. Na Aula 3 são definidas as Somas de Riemann 
e a integral de Riemann de uma função. A Aula 4 trata dos critérios para determinação 
da integrabilidade de uma função. Na Aula 5 são apresentadas algumas propriedades 
da Integral de Riemann, além das definições de parte positiva, parte negativa e módulo 
de uma função real. A Aula 6 apresenta o Teorema Fundamental do Cálculo e algumas 
de suas aplicações. Finalmente, O livro apresenta ainda dois apêndices. No primeiro 
são apresentadas soluções de alguns exercícios ou dicas de soluções, com o objetivo de 
facilitar o estudo individual do aluno, uma vez que o livro é voltado aos alunos do ensino 
à distância. O aluno deve procurar resolver os exercícios inicialmente sem consultar 
as sugestões, mas, em caso de dúvidas, poderá estudar as demonstrações de forma a 
assimilar com maior clareza as ideias presentes em cada caso. O segundo apêndice 
contém alguns exemplos de conjuntos e funções interessantes, que apresentam algumas 


particularidades que complementam o estudo das integrais. 
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BREVE HISTÓRICO E 
CONSIDERAÇÕES INICIAIS 


AULA 1: 
BREVE HISTÓRICO E CONSIDERAÇÕES INICIAIS 


O desenvolvimento histórico do cálculo seguiu ordem contrária à que normalmente 
estamos acostumados a seguir em cursos sobre o assunto: ou seja, inicialmente surgiram 
as ideias que originariam o cálculo integral e muito tempo depois veio surgir o cálculo 
diferencial. De fato, as ideias de integração se originaram em processos somatórios 


ligados ao cálculo de certas áreas, volumes e comprimentos. 


Embora a maior parte do desenvolvimento histórico da integral se situe no século XVII, 
sua origem é grega e encontra-se principalmente nos trabalhos de Eudoxo e Arquimedes. 
Eudoxo (408-355 a.C.) criou o método da exaustão, que permitia aproximar a área de 
uma figura dada por meio de outras áreas e volumes conhecidos. Euclides (360-295 a.C.) 
também tinha seu método de exaustão, muito utilizado em suas demonstrações para o 
desenvolvimento da geometria. Arquimedes (287-212 a.C.) desenvolveu e aperfeiçoou 
esse método e foi provavelmente quem mais se aproximou naquela época, do que se 
conhece hoje sobre integração. Foi ainda o primeiro a calcular soma com infinitos 
termos. Entretanto, naquela época a representação simbólica da matemática carecia 
de desenvolvimento já que a matemática era essencialmente geométrica e portanto a 


sistematização do Cálculo Integral ainda demorou bastante para acontecer. 


Essa sistematização foi sendo desenvolvida com o passar dos anos e, já no século 
XVII, nomes como Descartes (1596-1650), Fermat (1601-1665) e Cavalieri (1598-1647) 
contribuíram consideravelmente para que Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716) 


construíssem o que conhecemos como o Cálculo Diferencial e Integral. 


A teoria da integração foi ainda desenvolvida por Cauchy (1789-1857) utilizando-se da 
definição formal de limite, associando a integral à área de superfícies sob gráficos de 
funções contínuas positivas. Ele desenvolveu a definição da integral de uma função 
f como o limite de uma soma infinita, sendo essa ideia posteriormente estendida por 
Riemann (1826-1866) e Darboux (1842-1917). Trabalharemos nesse curso basicamente 


os conceitos definidos por esses últimos, que usaram somas superiores e inferiores 
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e dispensaram a exigência da continuidade das funções, estabelecendo as condições 
necessárias e suficientes para que uma função limitada fosse integrável. Esta teoria, 
entretanto, contém certos inconvenientes, como por exemplo a dificuldade na passagem 
do limite sob o sinal de integral ou a restrição do estudo de integrais de funções reais 
em intervalos, que a tornam em algumas situações incompletas para o estudo de certos 


problemas da Análise Matemática. 


Por volta de 1883, Thomas Jan Stieltjes (1856-1894), que inicialmente se interessava 
por problemas relacionados à mecânica celeste, incentivado por sua recém-desposada 
mulher, passou a se dedicar mais intensamente à matemática, desenvolvendo estudos 
em diversos ramos da análise e, no ano de sua morte, foi publicada a primeira parte de seu 
artigo sobre frações contínuas, em que introduziu sua noção de integral, generalizando 
as ideias desenvolvidas por Riemann. A segunda parte desse artigo foi publicada após a 


sua morte, em 1895. 


Por sua vez, Henri Léon Lebesgue (1875-1941), matemático francês, percebendo 
algumas deficiências associadas à teoria de integração de Riemann, generalizou as ideias 
de comprimento e área por meio da introdução do conceito de medida de um conjunto, 
permitindo assim que uma classe maior de funções pudesse ser integrada. De fato, no 
caso em que a função é integrável à Riemann, ela também é integrável à Lebesgue e 
essas duas integrais possuem o mesmo valor. Entretanto, algumas das deficiências da 
integral de Riemann passaram a não existir na integral de Lebesgue, bem como outras 


foram minimizadas. | 


No caso da integral de Riemann, a área sob o gráfico de uma função real definida 
em um intervalo fechado da reta é obtida partindo-se da partição do intervalo e a 
área é aproximada por somas de áreas de retângulos. Para funções relativamente bem 
comportadas (contínuas em quase todo ponto - esse conceito será melhor definido 
posteriormente no curso), quanto mais fina a partição do intervalo, isto é, quanto mais 
dividimos a área em retângulos, melhor a aproximação e portanto a integral de Riemann 
será o limite dessas aproximações, gerando a área desejada. Infelizmente, algumas 


funções não possuem tal limite, não tendo portanto uma integral de Riemann. 


‘Para maiores detalhes sobre a Integral de Lebesgue e a Teoria da Medida veja por exemplo [1]. 
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No caso da integral de Lebesgue, ao invés de particionar o domínio, é feita uma 
partição da imagem em intervalos e, ao invés de utilizar áreas de retângulos, Lebesgue 
construiu sua integral inicialmente para funções ditas simples, cuja imagem é finita, 
isto é, assumem apenas um número finito de valores. A integral de uma função mais 
complicada foi tomada então como o supremo de todas as integrais de funções simples 
menores ou iguais a ela. Com isso, Lebesgue foi capaz de estender o conceito de área 
limitada por curvas para funções bem mais descontínuas. Entretanto, devido às suas 
ideias serem claramente mais complicadas e menos intuitivas que as de Riemann e ainda 
pelo fato de a integral de Riemann ser suficiente para a maioria dos problemas práticos, 
essa última é ainda amplamente estudada e aplicada e será o foco principal do curso 


que desenvolveremos nesse texto. 


Antes de iniciar a leitura do próximo capítulo, é recomendável que o leitor esteja 
familiarizado com algumas notações e símbolos matemáticos que serão utilizados no 
decorrer do texto. Dessa forma, os exercícios desse capítulo são simples, mas servem 
apenas para garantir que a linguagem matemática será assimilada claramente nos 


próximos capítulos. 
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Exercícios: 


1. Escreva o significado e dê um exemplo de aplicação de cada um dos símbolos 


matemáticos abaixo. O primeiro segue como modelo: 
(a) V: para todo. 


Exemplo: A função f(x) = log x está definida V x > 0. 


(b) 3 (6) ε (d) ς (e) > (f) 9 
2. Calcule 
n n 1 n 1 k 
(a) Se k, para n=5. (b) ` g Para n= 4. (c) 5 (5) , para n= 3. 
k=1 k=1 k=1 


O que acontece em cada um dos casos acima se fizermos n > 067 


3. Expresse cada um dos seguintes conjuntos como um intervalo da reta R: 

3 3 2 11 ፳ 
UC) WACK OUEN Uo» 
k=1 [= 


k=l k=l 


4. Seja u uma função real de duas variáveis, definida no retângulo 


R= {(x,y) eR /0<2<lel=zy= 3}, 


que leva cada ponto de R na soma dos quadrados de suas coordenadas. 


(a) Escreva uma expressão para u(x,y). Existe algum significado geométrico 


para tal função? Calcule u(1, 2). 


(b) Se fixarmos um valor para x, u passa a ser uma função de uma única variável 
y, definida no intervalo [1,3]. Denotamos uma função desse tipo escrevendo 
ι(α,:) : [1,3] > R, o que significa que fixamos um valor para x e a função 
percorre todos os valores de y no intervalo [1,3]. Baseado nisso, escreva 
expressões para u(0, y), u [5 7] e u(l, y). 

(c) Fixando agora um valor para y, a funcáo u novamente passa a ser uma 
função de uma única variável, agora x, representada por u(-, y) : [0,1] > R. 


Escreva expressões para u(x,1), u |. 3) e 19:97). 
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5. Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B = (0,1,-1,4,5). Dê exemplos de 
funções f: A> Beg: B > A, isto é, cujo domínio de f seja o conjunto Α e 
o de g o conjunto B e cujo contra-dominio de f seja B e o contra-dominio de g 


seja A, tais que: 


(a) f seja injetora; 


(b) g seja sobrejetora. 


As funções que você criou são bijetoras? 


6. Represente a distância entre dois números reais a e b utilizando a função modular 


| |:R>R. 


7. Determine os valores de x que satisfaçam: 


(a) |x + 4| =3; 
(b) |x —2| = 4; 
(c) |æ + 1| = [2a 2]: 
(d) lz—3]<5 


8. Usando a função modular, escreva expressões para os seguintes conjuntos: 


(a) o conjunto dos pontos cuja distância a 1 é menor do que ou igual a 4; 
(b) o conjunto dos pontos cuja distância a -5 é menor do que 2; 


(c) o conjunto dos pontos cuja distância a 6 é maior do que 3. 


9. Mostre que os dois conjuntos abaixo são iguais e os escreva na forma de intervalos: 


A={xr:x<4} e B=1lwe:le=2| <|z=06|). 
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SUPREMO E ÍNFIMO DE 
CONJUNTOS REAIS 


AULA 2: 
SUPREMO E ÍNFIMO DE CONJUNTOS REAIS 


OBJETIVOS: 


Ao terminar esta aula você deverá ser capaz de: 


e Entender o que são conjuntos limitados, cotas superiores e cotas inferiores. 


e Compreender os conceitos de supremo e infimo de um conjunto e saber diferenciá- 


los dos conceitos de máximo e mínimo. 


e Conhecer a definição do conjunto dos números reais a partir do Postulado de 


Dedekind. 


Para tratar com certo rigor tópicos como integral ou derivada de uma função real são 
necessárias inicialmente algumas definições que serão utilizadas ao longo deste livro, 
como o supremo e o ínfimo de um conjunto. Trataremos aqui apenas de funções definidas 
em R ou em subconjuntos dos números reais e, inicialmente, introduziremos os números 
reais assumindo as propriedades deste conjunto como um corpo ordenado completo (para 


maiores detalhes veja por exemplo o Capítulo 3 de [3]). 


2.1 Números Reais 


Considere o conjunto dos números racionais Q, isto é, os que podem ser escritos em 
forma fracionária (como um quociente de inteiros cujo denominador é diferente de 
zero, isto é, na forma p/q, com p,q € Ze q # 0) e os números que não possuem 
tal representação (como 7, V2, V3, etc), chamados irracionais. A união destes dois 
conjuntos disjuntos (pois trivialmente não possuem interseção) forma o conjunto dos 


números reais R. 
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Definição 2.1 (Conjuntos Limitados) Um subconjunto C dos números reais é dito 
limitado superiormente se existe um número real que é maior que qualquer elemento de 


C, isto é, 


C é limitado superiormente <> IM ER tal que x < M,Vx ፎ C. 


C é limitado inferiormente se existe um número real que é menor que qualquer elemento 


do conjunto, isto é, 


C é limitado inferiormente = 3 m ER tal quem < x,Vx EC. 


Se um conjunto é limitado tanto superiormente quanto inferiormente então dizemos 


apenas que C é um conjunto limitado e, nesse caso, 


C é limitado = Im,M ER tais quem < x < M,Vx e C. 


Os números M e m na definição anterior são chamados respectivamente de cota 
superior e cota inferior do conjunto C. Algumas observações importantes a respeito 
das definições acima se fazem necessárias nesse ponto. Se um conjunto é limitado por 
exemplo superiormente, então, pela definição acima deve existir uma cota superior M 
para o conjunto, o que não significa de forma alguma que M seja a única cota superior. 
Por exemplo, o intervalo [0,1] na reta é um conjunto limitado, uma vez que qualquer 
elemento do conjunto está entre 0 e 1. Assim, 0 e 1 são cotas (inferior e superior 
respectivamente) para o intervalo, mas é óbvio que qualquer número no intervalo [0, 1] 
está por exemplo entre -2 e 3, que poderão também ser tomadas como cotas para o 


conjunto. 


Exercício 2.1 O conjunto dos números naturais ímpares é limitado? Dê exemplos, caso 


existam, de cotas superiores e inferiores para este conjunto. 


Exercício 2.2 Dê um exemplo de um subconjunto dos números racionais que seja 


limitado apenas inferiormente. 


Exercício 2.3 Dê um exemplo de conjunto limitado superiormente que possa ser 


representado na forma de um intervalo. 
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Como discutimos anteriormente, se um conjunto é limitado, podemos encontrar diversas 
cotas para ele. Na verdade, pensando um pouco mais, percebemos que existirão infinitas 
cotas superiores e inferiores para o conjunto e surge daí portanto uma pergunta natural. 
Será que existem as “melhores” cotas? Em outras palavras, dado um conjunto limitado é 


possível saber qual é a menor de suas cotas superiores e a maior das suas cotas inferiores? 


Definição 2.2 (Supremo de um Conjunto) Seja C um conjunto não vazio, limitado 
superiormente. O supremo de C (ou simplesmente o sup C) é a menor das cotas 
superiores de C. Em linguagem matemática, M € R é o supremo do conjunto C C R 


se satisfaz ambas as condições abaixo: 


la<M, Vr eC; 


2. Dado € > 0, 3ርፎ C tal que M —e<c. 


A primeira condição acima garante que M com certeza é uma cota superior para o 
conjunto C’, ou seja, é maior que qualquer elemento de C. A segunda condição garante 
que ele é a menor das cotas superiores. De fato, o que a segunda condição acima afirma 
é que, se tentarmos tomar qualquer número menor que M (isto é, tomando M — €, para 
qualquer ና que escolhermos), com certeza M — e não poderá ser cota superior para o 
conjunto C, pois, caso contrário, teríamos uma cota superior menor que M e portanto 
M não poderia ser o supremo. Assim, para garantir que qualquer número menor que M 
não é cota superior para o conjunto, para cada um destes números deve existir algum 
elemento do conjunto maior que ele. Ou seja, para cada M — e existe um ር € C tal que 


Μ-ε«ε 


Observe ainda que, embora o supremo seja a menor das cotas superiores de um conjunto, 
ele não necessariamente pertencerá ao conjunto, ou seja, será o máximo deste conjunto. 
De fato, o conjunto pode ou não possuir um máximo, mas como veremos em seguida, 
todo subconjunto não vazio de R, limitado superiormente, possui supremo. Entretanto, 


se existir o máximo, então este também será o supremo do conjunto. 


Definição 2.3 (Máximo de um Conjunto) M € C é o máximo do conjunto C se for 


maior que qualquer outro elemento de C, isto é x < M, Vx EC. 
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Ressaltamos novamente que a diferença crucial entre a definição acima e a definição de 


cota superior é que uma cota superior só será um máximo se pertencer ao conjunto. 


Exemplo 2.1 Seja C o subconjunto dos reais definido por C = {x ና R/—2 < a < 4}. 
Então percebemos facilmente que C é limitado e 4 é a menor das cotas superiores para 
C e portanto dizemos que 4 = sup ČC. De fato, se tentarmos tomar qualquer número 
menor que 4 (por exemplo o número 3,9) é possível encontrar um elemento de C que 
seja maior que 3,9 (por exemplo, 3,91). Assim, 3,9 não é cota superior para C e 
portanto não pode ser supremo. Por outro lado, observe que 4 não pertence a ČC, pois o 
conjunto é formado pelos números reais maiores ou iguais a -2 e estritamente menores 


que 4. Assim, C não possui máximo, embora exista o supremo. 


Analogamente ao que definimos acima, podemos obter também a maior das cotas 


inferiores de um conjunto limitado inferiormente. Assim: 


Definição 2.4 (Ínfimo de um Conjunto) Seja C um conjunto não vazio, limitado 
inferiormente. O ínfimo de C (ou simplesmente o inf C) é a maior das cotas inferiores 
de C. Em linguagem matemática, m € R é o ínfimo do conjunto C C R se satisfaz 


ambas as condições abaixo: 


l.m<zx, Vr EC; 


2. Dado € > 0, 3 cE C talquec<m+e. 


A primeira condição acima garante que m com certeza é uma cota inferior para o 
conjunto C, ou seja, é menor que qualquer elemento de C. A segunda condição garante 
que ele é a maior das cotas inferiores. De fato, se tentarmos tomar qualquer número 
maior que m (isto é, tomando m + ና, para qualquer £ que escolhermos), com certeza 
77) ተድ não poderá ser cota inferior para o conjunto Č, pois, caso contrário, teríamos uma 
cota inferior maior que m e portanto m não poderia ser o ínfimo. Assim, para garantir 
que qualquer número maior que m não é cota inferior para o conjunto, para cada um 
destes números deve existir algum elemento do conjunto menor que ele. Ou seja, para 


cada m + € existe um ce C tal que ር < m +€. 
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Novamente, o ínfimo não necessariamente é um elemento do conjunto C. Se for, então 


ele será também o mínimo do conjunto. 


Definição 2.5 (Mínimo de um Conjunto) m € C é o mínimo do conjunto C se for 


menor que qualquer outro elemento de C, isto é m < x, Vx € C. 


Exemplo 2.2 Considere 


o subconjunto de Q das fracóes do tipo στ, com n ፎ N. Observe que, à medida que 
n aumenta, o denominador cresce e portanto a fração ficará menor que a anterior, se 
aproximando de zero. Entretanto, uma fração de numerador 1 nunca chegará a ser zero, 
logo, é fácil perceber que C é limitado inferiormente por 0, embora este não seja um 


mínimo para o conjunto, uma vez que O não pertence a C. 


Exercício 2.4 0 é também o infimo do conjunto C do exemplo anterior? Justifique. O 


conjunto C do exemplo acima é limitado? 


Exercício Resolvido 2.1 Mostre que R é um corpo arquimediano, isto é, goza das 


seguintes propriedades equivalentes: 


1. O conjunto N ር. R dos números naturais não possui cota superior; 
2. O ínfimo do conjunto X = {2 [n€ N} é zero; 


3. Dados dois reais a e b positivos, existe n € N tal que na > b. 


1. Vamos mostrar por absurdo, que N não possui cota superior, isto é, assumiremos 
que existe tal cota e chegaremos a uma contradição. Suponha portanto que exista 
M =supN. Nesse caso, pela definição do sup, M — 1 não é cota superior para N, 
já que M é a menor das cotas superiores. Então, existe n € N tal que 4/ -- 1 <n. 
Nesse caso, M < n +1. Entretanto, sen € N, então n+1 E N, o que é absurdo 
pois existiria um elemento de N maior que o sup (nesse caso, o número n + 11, ο 


que prova o item 1. 
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2. Zero é trivialmente uma cota inferior para o conjunto X. Para verificarmos que 


é a maior delas, basta mostrar que nenhum número real positivo pode ser cota 


superior para X, ou seja, devemos mostrar que dado ር > 0, existe n ፎ N tal 


que 1/n < ር. Mas isso segue do item 1 acima, já que, como o conjunto dos 


números naturais não possui cota superior, dado ር > 0 sempre existe n ፎ N tal 


que 1/c < n, pois, caso contrário, 1/c seria cota superior para N. Logo, 1/n < c, 


o que mostra 2. 


3. Dados dois reais a e b positivos, assim como na demonstração do item 2, existe 


n E N tal que b/a < n, já que b/a também não pode ser uma cota superior para 


o conjunto dos naturais. Assim, multiplicando a desigualdade anterior por a, que 


é positivo, obtemos b < na, o que prova 3. 


O conjunto dos números reais pode ser definido como o corpo ordenado que satisfaz a 


propriedade enunciada no Postulado de Dedekind: 


Teorema 2.1 (Postulado de Dedekind) Todo subconjunto não vazio 


constituído de números positivos, tem um ínfimo. 


Segue do Postulado de Dedekind que todo subconjunto não vazio de 
inferiormente, tem um ínfimo e ainda, todo subconjunto não vazio de 


superiormente, tem um supremo (veja Exercícios 3 e 4 desse capítulo). 
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Exercícios: 


. Mostre que sem e M são respectivamente o mínimo e o máximo de um conjunto 


C, então, m = inf ČC e M = supC. (Assim, embora tenhamos visto que nem 
sempre um conjunto possui máximo e mínimo, quando possuir, estes coincidem 


com o supremo e o ínfimo do conjunto.) 


. Encontre, caso existam, o supremo, o infimo, o máximo e o mínimo de cada 


conjunto abaixo: 


(a) A=[xER/-T<zx<7) 

(ο) B= (0, 1]U {2}. 

(6) C= {x ፍ Q/x < T}. 

(d) D = {x € R/z = 2n + 1, 5 ፎ N} በ {x ፍ R/z < 100}. 
) 
) 


(e) E = {z € R/|z| < 3). 


(f) F= {zx € R/|x — 1| > 2}. 


. Mostre que todo subconjunto não vazio de R, limitado inferiormente, tem um 


ínfimo. 


. Mostre que, se A é subconjunto não vazio de R, limitado superiormente, então, 


sup A = —inf(— 4), 


em que —A representa o conjunto 1-ፓ/፲ፓ € A}. Conclua daí que todo 


subconjunto nao vazio de R, limitado superiormente, tem um supremo. 


. Seja A C R não vazio, limitado. Mostre que, se a < 0 e aA = {aa/a € A}, 


então aA é limitado e 


sup(a 4) = a inf A. 


Note que o exercício anterior é um caso particular deste, para a = —1 (pelo 
exercício 4, sup(— 4) = — inf A). Mostre ainda que, se a > 0, então 
sup(a 4) = asup A e inf(a 4) = a inf A. 
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6. Sejam A e B subconjuntos de R não-vazios, limitados. Mostre que, se A C B, 

então 
inf A > inf B e sup A < sup B. 

7. Sejam A e B subconjuntos de R não vazios e tais que a < b para todo a € Ae 

todo b E B. Mostre que 
sup 4 < inf B. 

Mostre ainda que 

sup A =infB< dado e > 0, existem a € A e b € B tais que b— a < €. 
Isto é, a igualdade é verificada, se e somente se, sempre existir um par (a,b) € 
A x B cuja diferença seja tão pequena quanto se queira. De fato, observe que 
isso faz sentido, uma vez que estamos considerando a situação em que a menor 
das cotas superiores de um conjunto coincide com a maior das cotas inferiores do 
outro. 

8. Sejam 4, B conjuntos limitados e não vazios de números reais. 

(a) Mostre que A+ B= (a+b/a € A,b € Bj é limitado. 
(b) Mostre que sup(A + B) = sup A + sup B einf(A+ B) = inf A+ inf B. 

9. Uma função : X CR > R é dita limitada se sua imagem f(X) é um conjunto 
limitado. Neste caso, o sup f é definido como o supremo do conjunto imagem, 
isto é, sup f = sup(f(X)). 

(a) Mostre que a soma de duas funções limitadas f,g: X — R, isto é, a função 
f+9:X OR, é limitada. 

(b) Mostre que (f + g)(X) c FX) + g(X). 

(c) Conclua que sup(f + g) < sup f + sup g e inf(f + g) > inf f + inf g. 

(d) Mostre que existem exemplos em que apenas as desigualdades estritas do 
item anterior valem. 

10. (a) Mostre que o produto de duas funções limitadas f, y : X C— ΕΤ, isto é, a 
função fg: X > R”, é limitada. 
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(b) Mostre que (fg)(X) ς f(X)g(X). 
(ο) Conclua que se f e g forem ambas positivas, então sup( fg) < sup f-supg 


e inf(fg) > inf f - inf g. 


(d) Mostre que existem exemplos em que apenas as desigualdades estritas do 


item anterior valem. 
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SOMAS DE RIEMANN 


AULAS: 
SOMAS DE RIEMANN 


OBJETIVOS: 


Ao terminar esta aula você deverá ser capaz de: 


e Saber os conceitos de partição de um intervalo e somas de Riemann. 


e Entender quando uma função é integrável, associando os conceitos de soma 


superior e inferior às definições de integral superior e inferior. 


3.1 A área sob o gráfico de uma função 


Nosso objetivo nessa seção é obter uma maneira de determinar a área sob o gráfico de 
uma função real limitada f definida em um intervalo da reta, isto é, f : [a,b] >R, 
com m < f(x) < M, para todo x € [a,b]. Por simplicidade iremos considerar f 
assumindo inicialmente valores não negativos, ou seja, f(x) > 0, para todo z € [a,b]. 


Consideremos a região do plano R = f(x,y) € R?/a < x < b,0 < y < f(x)}. A 


Figura 3.1 ilustra um exemplo de função não negativa f (nesse caso ela é estritamente 
positiva, já que f(x) > 0, ሃፓ € [a, b]), limitada e ainda contínua, cujo conjunto R está 


especificado pela área sombreada. 


A área sob o gráfico da função f é portanto a área da região no plano R? compreendida 
entre o eixo 2, as retas 2; = a, x = b e o gráfico da função f. Como essa região 
não tem uma forma poligonal conhecida, poderíamos pensar em aproximá-la por alguma 
forma geométrica cuja fórmula para a área conheçamos, por exemplo, por retângulos. 
É bem claro que se tentarmos aproximar simplesmente a área de R por um único 
retângulo acabaremos cometendo um erro muito grande. Assim, ao invés disso, faremos 
a aproximação da área de R pela soma das áreas de diversos retângulos que podem 


ter alturas maiores ou menores que a imagem de f. Veremos posteriormente que 
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Figura 3.1: Exemplo de área sob o gráfico da função f. 


cada uma dessas escolhas aproximará a área com um erro para mais ou para menos, 
respectivamente. Antes disso, a título de aguçar a intuição, consideraremos um exemplo 


simples que ilustra essa ideia. 


Exemplo 3.1 Considere a função f : [0,1] >R tal que f(x) = x para todo x € [0,1]. 
A área sob o gráfico dessa função é claramente a área do triângulo retângulo de base 
e altura 1, que, como sabemos da geometria plana, possui área 1/2. Imagine que 
repartimos o intervalo [0,1] no eixo x em n subintervalos e, para simplificar, tomaremos 
subintervalos de mesmo comprimento de maneira que cada subintervalo terá portanto 
comprimento 1/n. Considere agora os retângulos formados com base em cada um desses 
intervalos e altura sendo, por exemplo, o máximo da função f no intervalo. Observe 
que, como f é crescente, o máximo em cada subintervalo será o extremo direito do 


intervalo (veja Figura 3.2). 


Figura 3.2: Aproximação da área por retângulos. 
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Assim, a soma das áreas dos retângulos será dada por 


S => (xi — Li-1) Es, 
i=1 
em que xo = 0, αι = 1/n, x) = 2/n e assim por diante. Além disso, como 
Ti — 24-1 1/n para todo i = 1,---,n, temos 
1/1 2 3 n 1 
Se ( ““ተ+ተ-+...+ )= z0 +2+- +n). 
N AN n n n n 


Agora, usando a soma dos n primeiros termos de uma progressão aritmética de razão 


1 on(n+1) 1 1 
a y =3(1+5). 


um, obtemos, 


E fácil ver portanto que, aumentando arbitrariamente o valor de n fazemos a razão 
1/n acima ir para zero, o que nos leva a crer que, se pudermos mandar o número de 
subintervalos n para infinito, entáo obtemos o valor 1/2 para a área, que é claramente 


o valor esperado. 


Trataremos agora de tornar essa ideia matematicamente rigorosa. Para isso, precisaremos 


de uma definição matemática do que é “repartir” um intervalo. 


Definição 3.1 (Partição de um intervalo) Uma partição P de um intervalo |a, b] 


consiste em um conjunto finito de pontos P = 1፡0, 21, 28] C [a,b] tal que 
a= Tto < Ti < «Ώ2ῃ =b. 
Chamaremos o intervalo [πι 1, 21] do i-ésimo intervalo da partição P. Cada intervalo 


desse será a base de um retângulo e definiremos agora a altura. Como podemos 


aproximar as áreas por cima ou por baixo, definiremos: 
mi = inf{ f (x)/xti—1 < £ < xi} e M; = sup{ f (x) ας. < £ < ti}, 


isto é, o Ínfimo e o supremo de f em cada i-ésimo intervalo será a altura de um retângulo. 
A soma das áreas dos retângulos é portanto uma aproximação para a área sob o gráfico de 


f e definiremos assim as somas inferior e superior de f relativas à partição P (chamadas 


AULA 3: SOMAS DE RIEMANN 


31 


02/01/2014 13:25:27 | 


Somas de Darboux-Riemann ou simplesmente Somas de Riemann) respectivamente por: 


n 


s(f, P) = ቃ milti =25-3) (3.1) 


i=1 
e 
n 
S(f,P) = ኔ Mile: = 2-1). (3.2) 
1=1 
a=k Χ x x x x=b j a=x, x x. x x x=b ᾿ 


Figura 3.3: Aproximações por falta e por excesso. 


A Figura 3.3 ilustra um exemplo de uma partição da função f, com 5 subintervalos, 
em que em um dos gráficos fazemos a aproximação por falta, isto é, tomamos a altura 
de cada i-ésimo retângulo como m; e no outro fazemos a aproximação por excesso, 
tomando a altura de cada i-ésimo retângulo como M;. Além disso, como o ínfimo é 
cota inferior e o supremo é cota superior para um conjunto, trivialmente temos que 
mi; < Μι para todo i. Logo, 

s(f, P) < S(f,P), (3.3) 


para qualquer partição P do intervalo. Observamos ainda que, embora as figuras ilustrem 
um exemplo em que f é uma função contínua, as definições anteriores continuam válidas 


para qualquer f limitada, mesmo que descontínua. 


A própria intuição nos leva a crer que, ao aumentar o número de intervalos na partição, 
em ambos os casos de aproximação por falta ou por excesso, melhoraremos nossa 
aproximação, no sentido de minimizar o erro. Isto é, ao aumentar o número de 
retângulos, aumentaremos a altura de cada retângulo no caso da aproximação por falta e 
diminuiremos tais alturas no caso da aproximação por excesso. Para obter esse resultado 


matematicamente, precisaremos de mais uma definição. 
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Definição 3.2 (Refinamento de uma partição) Dizemos que uma partição Q refina 


a partição P (ou, é um refinamento de P) quando P C Q. 


Podemos refinar uma partição P acrescentando a ela, por exemplo, um único ponto. 
Podemos ainda refiná-la acrescentando aos pontos de P os pontos médios de cada i- 
ésimo intervalo. Ou ainda, se P e Q são duas partições do intervalos [a,b], podemos 
tomar como refinamento (tanto de P quanto de Q) a união PUQ (já que trivialmente 


temos PC PUQe Qc PUQ). 


Como ao refinar a partição do intervalo devemos portanto melhorar a estimativa da área, 
nossa tendência é crer que a soma superior de f ficará menor que na partição anterior, 
enquanto a soma inferior aumentará (elas podem ainda não se alterar, mas de fato a 
soma superior não aumenta, bem como a inferior não diminui). Mostraremos por meio 


da demonstração do próximo teorema que isso de fato ocorre. 


Teorema 3.1 Se Q é um refinamento da partição P do intervalo la, b], então, 


S(f,Q) < S(f, P) e s(f, P) < s(f,Q). 


Demonstração: Vamos construir Q a partir de P através do acréscimo sucessivo 
de um único ponto à partição P, já que Q, por ser um refinamento, contém todos 
os pontos de P mais um número finito n de outros pontos. Considere então ο 
refinamento de P quando acrescentamos um único ponto 2, por exemplo, P = 
{£0, £1, τα 1,2,2ዜ. απ}. Precisamos considerar apenas a modificação no k- 
ésimo intervalo. Observe que, quando diminuímos um intervalo, o supremo de f não 
pode aumentar, assim como o infimo não pode diminuir (veja exercício 6 da Aula 2), isto 
é, se My e my são respectivamente o supremo e o ínfimo de f no intervalo [σι 1, £k], 
então, Mp1 =supíf(2)/241 < 2 < 2) < Me Mpa = sup{f(a)/z < £ < αρ} < 
Me mes = inf{f(£)/£k-1 < £ < z} > my e Mko = inf{f(a)/z < £ < £k} > mp. 


Como £k — Tk-1= Zk — Z + 2 ፦ ፲ዜ--1, então, 
Mi (x~ — οκ. ι) = Mu (ex — 2) + Mg(z — οι ι) > Mk a(z — 2-1) + Mi 2( tx — 2) 
e portanto S(f, P) > S(f, Ρι). Da mesma forma, 


Me(Se— Te-1) = Mil — 2) + malz — 2ኡ-1) € Mp (2 — Te_1) + mua [E ” Z) 
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e portanto s(f, P) < s(f, Pı). Definindo uma nova partição P mediante o acréscimo 
de um ponto à partição P, por meio desse mesmo processo, concluiremos que 
S(f, Pi) > S(f, P2) e s(f, Pi) < s(f, Pa). Continuando assim sucessivamente até 
que sejam acrescentados todos os pontos da partição Q que não pertencem à partição 
P, obteremos S(f,P) > LP) > LDB) > --- > SRP) > S(f,Q) ο 
s(f,P) < s(f,Pi) < s(f, Po) < ++: < s(f,Pa) < s(f,Q), conforme queríamos 


demonstrar. 


Vimos em (3.3) que para uma determinada partição P, a soma inferior é menor que 
a soma superior. Veremos agora que, na verdade, este resultado continua verdadeiro 
mesmo que comparemos as somas superior e inferior relativas a partições distintas do 


intervalo [a, b]. 


Corolário 3.1 Seja f : [a,b] > R uma função limitada, e P e Q partições quaisquer do 
intervalo [a,b]. Então, 


s(f,P) < S(f,Q). 


Demonstração: Dadas P e Q, partições quaisquer do intervalo [a, b], já vimos que a 
união PUQ é um refinamento de ambas as partições P e Q. Assim, pelo Teorema 3.1 


temos 


S(f, PUQ) < S(f,Q) e s(f, P) < s(f, PUQ). 


Mas, já sabemos que s(f, P U Q) < S(f, PU Q) e portanto, obtemos: 


s(f, P) < s(f,PU Q) < S(f, PU Q) < S(f,Q), 


o que finaliza a prova. 


Vimos que, se f é uma função limitada e não negativa em [a,b], então as somas superior 
e inferior serão aproximações (por excesso e por falta) da área da região sob o gráfico de 
f. Note que, se f < 0 para todo x € [a,b], então as somas serão as aproximações das 


áreas da região entre o gráfico de f e o eixo x, mas com o sinal oposto. Assim sendo, 
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independentemente do sinal da função, podemos interpretar as somas como áreas desde 


que consideremos separadamente os intervalos em que f é positiva e negativa. 


Agora, dada uma função f limitada, definindo m = infíf(x)/x € [a,b]} e M = 


supíf(x)/x € [ዐ, ῦ)}, temos, m < f(x) < M, para todo x € [a,b] e então 
m(b—a) < s(f, P) < S(f, P) € M(b— a). (3.4) 


Assim, as somas inferior e superior de f podem ser vistas como funções limitadas da 
particáo P. Faz sentido portanto pensarmos sobre o supremo e ínfimo dessas somas, 
tomados relativamente a todas as partições do intervalo [a, b]. Isto é, dado o intervalo 
[a,b], consideramos todas as possíveis partições desse intervalo (que são infinitas) e 
definimos as funções s(f,-) e S(f,-) que associam a cada partição P, respectivamente, 
os números s(f,P) e S(f,P) definidos em (3.1) e (3.2). 5553 ideia nos levará às 


definições das integrais superior e inferior de f. 


Definição 3.3 A integral inferior e a integral superior da função limitada f : [a,b] — R 


são definidas, respectivamente, por 


ሖ = sups(f,P) e [rea = inf S(f, P), 
Ja P a P 


sendo o sup e o inf tomados sobre todas as partições do intervalo |a, b]. 


Pelo Corolário 3.1 podemos concluir (veja Exercício 5 no final desta aula) que 


[sas < Frias (3.5) 


Agora estamos finalmente prontos para definir a integral de Riemann de uma funcáo 


limitada f : [a,b] > R. 


Definição 3.4 (Função Integrável) Uma função limitada f : [a,b] > R é integrável (a 
Riemann) se sua integral inferior é igual a sua integral superior. Nesse caso, denotamos 
a integral de f por: 
“pb 
a 


[tea “ሠ = f f(x)dx. 
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Quando o intervalo de integração é degenerado, isto é, a = b, a função é considerada 


integrável por definição e convenciona-se que a integral é nula, isto é, 


( fede = 0. 


Além disso, definimos 


"fade =— [ ዘል. 
b a 


Observe que sempre vale a desigualdade (3.5), mas nem sempre a igualdade, que é o 
que garante a integrabilidade de uma função. De fato, veremos no exemplo abaixo que 


nem todas as funções são Riemann-integráveis. 


Exemplo 3.2 (A Função de Dirichlet é não integrável) Dados a,b ε R tais que 
a < b, considere a função de Dirichlet no intervalo [a, ሀ], isto é, a função que assume 
valor 1 nos racionais do intervalo e O nos irracionais do intervalo. Mais especificamente, 
f : [a,b] > R definida por 
e P se x € |a, b] ΓΩ, 
0, sexe [a,b] A(R- Q). 

Como tanto o conjunto dos racionais Q quanto dos irracionais R — Q são densos em 
R ! (veja [3]), então, todo intervalo da reta contém tanto números racionais quanto 
irracionais. Assim, dada uma partição qualquer P, cada i-ésimo intervalo da partição 
será tal que m; = 0 e M; = 1. Logo, s(f, P)=0e 


SP) = XD 1 (£i =a) Sb =a 1 + Zn-1 — Ep-2 +: ተጋ ገ“በ=ቅ--ዐ. 
i=1 


(Obs.: Uma soma como a anterior em que um termo é cancelado pelo sucessor, sobrando 
apenas os extremos, é chamada soma telescópica.) Como as somas inferior e superior 
independem da partição P escolhida (são constantes), então claramente o supremo da 
primeira e o ínfimo da segunda sobre todas as partições (portanto, as integrais inferior 
e superior) valem, respectivamente, 0 e b— a. Assim, como b £ a, as integrais possuem 


valores distintos e com isso a função de Dirichlet não é integrável (a Riemann). 


Um conjunto X é denso em R se todo intervalo aberto (a,b) € R contém algum ponto de X. 
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Exemplo 3.3 (Toda função constante é integrável.) Considere f : [a,b] >R tal 
que f(x) = k para todo x € [a,b]. Então fica claro que, para qualquer partição do 


intervalo [a, b], temos, em todos os intervalos da partição, m; = M; = k. Logo, 
s(f, P) = S(f, P) = Ὁ οκ. (zi — zi-1) = k(b — a) 
i=1 


e, portanto, tanto o supremo quanto o ínfimo das somas terá o valor constante acima, 


isto é, ፻ f(a)dx = k(b — a). 


Antes de prosseguir com a teoria, vamos analisar novamente a relação entre a área sob 
o gráfico de uma função e sua integral definida no intervalo. No exemplo anterior, o 
gráfico da função constante é a reta y = k, variando de x = a até x = b, isto é, a área 
sob o gráfico da função será a área do retângulo de base b — a e altura k. Sem perda 
de generalidade (s.p.g.), consideramos na figura a seguir todas as constantes anteriores 
positivas. A área do retângulo será base vezes altura e, portanto, nesse caso, k(b — a). 
Observe que esse valor coincide como era esperado com o valor da integral da função 


no intervalo [a, b]. 


Figura 3.4: Região sob o gráfico da função f(x) = k. 
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Exercícios: 


1. Explique porque as definições para m; e M; são válidas, isto é, por que existem o 


supremo e o ínfimo de uma função limitada f no intervalo [x;-1, £i], mesmo que 


f não seja contínua. O que podemos dizer sobre m; e M; no caso de funções 


contínuas? 


2. Most 


re a desigualdade (3.4). 


3. Sejaa<c<b. 


(a) 


4. Seja 


Mostre que na definição da integral superior e inferior, podemos considerar 
o supremo e o ínfimo tomados apenas sobre as partições do intervalo [a, 2] 
que contém c, isto é, 
b “pb 
| ወመ=ጩጻይያ) | Fejde = ipf SUP), 
Ja. P>e a P>c 


sendo o sup e o inf tomados sobre todas as partições de |a, b] que contém c. 


Mostre que se A’ e A” denotam respectivamente os conjuntos das somas 
inferiores de f|[a,c] e fl[c,b], então o conjunto A das somas inferiores 
de f relativas às partições de [a,b] que contém o ponto c será dado por 
A = A+ A”. Da mesma forma, se B’ e B” denotam respectivamente os 
conjuntos das somas superiores de fl[a,c] e /|[ር, ቅ|, então o conjunto B das 
somas inferiores de f relativas às partições de [a,b] que contém o ponto ር 


será dado por B = B’ + 72". 


P) uma partição de [a,b]. Mostre que na definição da integral superior 


e inferior podemos considerar o supremo e o ínfimo tomados apenas sobre as 


partições que refinam Po, isto é, dada uma partição do intervalo, ao considerarmos 


apenas os refinamentos dessa partição na Definição 3.3, obteremos os mesmos 


valores para as integrais superior e inferior. 


5. Utilize o Exercício 7 da Aula 2 e o Corolário 3.1 para mostrar que de fato 


b 
a 


[saves ዘው 
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CRITÉRIOS DE 
INTEGRABILIDADE 


AULA 4: 
CRITÉRIOS DE INTEGRABILIDADE 


OBJETIVOS: 


Ao terminar esta aula você deverá ser capaz de: 


e Definir critérios para a integrabilidade de uma função. 


e Associar conceitos como continuidade e monotonicidade de uma função com a sua 


integrabilidade. 


O próximo teorema garante critérios necessários e suficientes para a integrabilidade de 
uma função e pode ser demonstrado utilizando-se o Exercício 7 da Aula 2, o Teorema 
3.1 e o Corolário 3.1 (veja Exercício 5 no final desta Aula). Antes de enunciá-lo, 


introduziremos mais uma definição. 


Definição 4.1 (Oscilação de uma função) Definimos a oscilação da função f no 
intervalo [11..1, 21] como w; = Μι — mi, sendo M; e m; respectivamente o sup e o 


inf de f no intervalo [x;-1, £i]. 


Note que, no caso de uma função contínua, os valores M; e m; são efetivamente 
assumidos por f no intervalo [x;-1,%;], isto é, existem a;,b; € [x;-1,%;] tais que 
wi = |f(ai) — f(bi)| (afinal, toda função contínua em um intervalo fechado possui 
máximo e mínimo - veja Proposição 4.1), ou seja, nesse caso a oscilação é precisamente 


a diferença entre o máximo e o mínimo da função no intervalo. 


Exercício 4.1 Obtenha a oscilação de cada função abaixo, nos intervalos especificados: 


(a) fi: ROR, fi(x) = 4, no intervalo [--π,π]; 
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(b) fo: ROR, fo(x) = 2, no intervalo |--1, 1]; 


1, sexel0,1], 


| lo [1,2]. 
νη no intervalo [1,2] 


(ο) fs: [0,+00) > R, ία) = { 


Teorema 4.1 (Critério de integrabilidade) Seja f : [a,b] > R uma função limitada. 


Então, as afirmações abaixo são equivalentes: 


1. f é integrável; 
2. dado ና > 0, existem partições P e Q de [a,b] tais que 
S(f,Q) - s(f, P) < £; 
3. Dado ና > 0, existe uma partição P = 120, 21, £n} de [a,b] tal que 


S(f,P)— s(f,P) = Sui — Ti—1) < €. 
i=0 


Embora o teorema acima nos dê condições necessárias e suficientes para se analisar a 
integrabilidade de uma função, na prática essas condições não são exatamente simples 
de serem verificadas para funções em geral, dadas explicitamente. Assim, os próximos 
dois teoremas garantirão a integrabilidade da função assumindo hipóteses mais fáceis de 


serem verificadas. 


4.1 Continuidade e Integrabilidade 


Iremos inicialmente relacionar a propriedade de continuidade de uma função com a sua 
integrabilidade e para isso precisamos recordar justamente a definição de continuidade 
de uma função. Uma função é continua em um ponto xy de seu dominio se e somente se 
conseguirmos fazer as imagens de f se aproximarem arbitrariamente da imagem f(x0) 


tomando pontos suficientemente próximos de xy no domínio. Matematicamente falando: 


Definição 4.2 (Função Contínua) Uma função f é contínua em x = xo se, dado 


e > 0, existir ὃ > 0 tal que |f(x) — f(ao)| < ε se |x — zo| < ô. 
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Observe que a definição acima é equivalente à definição utilizando limite, isto é, podemos 
dizer ainda que uma função f, definida em uma vizinhança do ponto x = 20, é contínua 


em ፲0 se, e somente se, 


lim f(x) = f(xo), 


ፓ፦ቅጀ0 


ou seja, se existe o limite da função no ponto xg e este coincide com a imagem de 
zo. Note ainda que, na definição 4.2, para cada ponto do domínio analisado, podemos 
encontrar um 6 > 0 diferente, isto é, ፅ a princípio depende do ponto analisado. No 
exemplo abaixo, apresentamos uma função contínua em um intervalo e encontramos a 


dependência de 6 do ponto analisado. 


Exemplo 4.1 Considere a função f : (0, +00) > R definida por f(x) = 2, cujo gráfico 


está representado na Figura 4.1. 


to 
ስ 


Figura 4.1: Gráfico da função f(x) = 1/z. 


Analisaremos a continuidade de f em um ponto arbitrário do domínio, xo € (0, +00). 
Observe inicialmente que 


1 


"0 


To T 


fe) - Κο} = | = = eo — al, (4.1) 


220 
pois x e 20 são positivos (pelo domínio da função f). Note que, se tomarmos x em um 


intervalo em torno de πρ de raio ὁ, isto é, 


2 — Lol = |20 — z| < 6, temos: 


r—-d<a<2x+6 


e portanto, 2>20“ፅሙጊ< = Assim, de (4.1), 
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e, se quisermos que a diferença entre as imagens não ultrapasse um valor e, precisamos 


que (eo 855 < e. Isolando o ὃ na desigualdade anterior, percebemos que isso ocorre se 


2 
. Por exemplo, para cada ና > O dado, podemos tomar 6 = X 9 Como zo 


ፅ< 2{1-Γεαρ) ' 


ELH 
l+exo 


é um ponto arbitrário do intervalo (0, +00), essa conta mostra que a função f(x) = + 


x 
é contínua em todos os pontos de (0, -Γοο). Note entretanto que ὃ depende de e e de 


20. 


Exercício 4.2 Considere a função f : R -» R definida por f(x) = x? e tome xy = 3. 
Obtenha um intervalo no domínio, contendo xo = 3, tal que toda imagem de pontos 


desse intervalo esteja a uma distância de f(xo) de, no máximo, uma unidade. 


A noção de continuidade de uma função está associada ao fato de pequenos desvios no 
domínio não provocarem grandes desvios na imagem. Em outras palavras, no caso de 
uma função contínua, podemos garantir que a imagem cai dentro de um certo intervalo, 
cujo raio definirá o erro máximo que queremos cometer em torno de um determinado 
valor, desde que tomemos valores de x no domínio dentro de um outro intervalo, definido 
de acordo com esse erro. O exemplo 4.1 ilustra um caso em que para cada e dado (que 
é o erro que queremos cometer na imagem), conseguimos obter o erro máximo que 
podemos cometer no dominio, isto é, um 6, que, entretanto, além de depender de ε, 
ainda depende do ponto do domínio analisado (no caso, xp). Para algumas funções, 
porém, conseguimos encontrar um 6 “global”, para todo x, isto é, ô só dependerá do e 


escolhido. Essas funções são chamadas de uniformemente contínuas. 


Definição 4.3 (Continuidade Uniforme) Uma função f : X C R —> R é uniforme- 
mente contínua se, dado ና > 0, existe 6 > 0 tal que | f(x) — f(y)| < e, para todo 


x,y € X tal que |x — y| < ô. 


Poderíamos nos perguntar se no Exemplo 4.1 acima conseguiriamos obter um outro 6 
que não dependesse de αρ, isto é, um ὁ global, de forma que a função f(x) = 1/ፓ 
fosse uniformemente contínua no intervalo aberto (0, +00). É possível mostrar que 
isso não ocorre. De fato, suponha, por exemplo, que o ና dado seja 1/2 e que exista ዕ 


independente de x. Fixamos então algum número natural n > 1/6 e tomamos x = 1/n 
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e y=1/(2n). Então, |y — α| = 1/(2n) < ὃ, mas 
1 1 
μώ) - Κω} -|Ξ- l= [ann] =n. 
Como n é natural e n > 1/0 > 0, então, |}(υ) — f(x)| > 1 > 1/2 = ና. Assim, dado 
e = 1/2 > 0, conseguimos obter x,y tais que |y — z| < ô, mas |f(y) — f(x)| > e. 


Portanto, não é possível tomar um 6 válido para todo ponto do domínio nesse caso. 


Embora existam como vimos funções contínuas que não são uniformemente contínuas, 
se a função estiver definida em um intervalo fechado, então isso não ocorrerá. 
Enunciaremos a seguir uma proposição que garante esse fato, cuja demonstração pode 
ser encontrada em [3]. Lembramos ainda que um subconjunto dos reais X C R 
é compacto se for fechado e limitado (que é o caso por exemplo de um intervalo 
[α, b]). Antes de enunciar a proposição, iremos inicialmente recordar as definições de 
continuidade à direita e à esquerda para definirmos com maior precisão a continuidade 


de uma função em um intervalo fechado. 


Definição 4.4 (Função Contínua à Direita) Uma função f é contínua à direita em 
x = a se, dado e > 0, existir ὃ > 0 tal que |f(x) — f(a)| < e para todo x em que 


a<x<a-w+oó. 


Definição 4.5 (Função Contínua à Esquerda) Uma função f é contínua à esquerda 
em x = b se, dado e > 0, existir ὃ > 0 tal que |f(x) — f(b)| < ና para todo x em que 
b-d<a<b. 


Assim, uma função f será continua em um intervalo fechado [a,b] se ela for continua 


no aberto (a,b), contínua à direita em x = a e contínua à esquerda em x = b. 


Proposição 4.1 Seja X C R compacto. Então, toda função contínua f : X > R é 


uniformemente contínua e assume máximo e mínimo em X. 


Agora finalmente estamos aptos a enunciar e demonstrar outros dois teoremas que 


garantirão hipóteses para a integrabilidade de uma função. 


AULA 4: CRITÉRIOS DE INTEGRABILIDADE 


45 


02/01/2014 13:25:31 | 


Teorema 4.2 Toda função contínua definida em um intervalo fechado de R é integrável. 


Demonstração: Seja f contínua em [a,b]. Pela Proposição 4.1, f é uniformemente 
contínua e limitada. Logo, dado ና > 0 existe ô > O tal que |z—y| < ὃ > |f(x)—f(y)| < 
€ e podemos ainda usar o Teorema 4.1 (já que f é limitada) para provar que existe uma 
partição P = {x0, £1,- --, £n} de [a, b] tal que 


n 


S(f; P) = s(f, P) = ኔ (ላይ — πω (e; — fa) < Es 


1=0 


e concluir que f é integrável. 


Em cada subintervalo de uma partição [x;-,x;], a função f assume máximo e mínimo 
(pois o subintervalo é fechado e f é contínua), isto é, para cada i, existem T; e 
x; € [aj_, xj] tais que M; = f(T;) e mi; = f(x;). Então, se tomarmos uma partição 
P tal que cada subintervalo tenha comprimento menor que ὅ, isso irá garantir que a 
distância entre dois pontos quaisquer desse subintervalo, com certeza, é menor que ὃ. 
Logo, para cada i, a diferença entre as imagens f(x;) e f(x;) fica menor que e, pela 
continuidade uniforme de f. Assim sendo, M; — m; < £,Vi. Logo, 


n 


S(LP)— s(f,P) < ናኔ (αι -254-1) = e(b- a), 


1=0 


o que conclui a prova. 


Lembramos o leitor que obtivemos na demonstracáo do teorema anterior a desigualdade 
S(f, P)=s(f, P) < e(b—a), ou seja, encontramos uma partição cuja diferença entre as 
somas superior e inferior ficou menor que um múltiplo de e, que é equivalente a provarmos 
a mesma desigualdade sem a constante b—a, já que poderíamos tê-la ajustado, tomando 


e! = > 0, isto é, tomando um 6 tal que | f(x) — f(y)| «τε. 


4.2 Monotonicidade e Integrabilidade 


Mostramos na seção anterior que toda função contínua em um intervalo fechado é 
integrável. Mostraremos agora que podemos trocar a hipótese da continuidade de f no 


Teorema 4.2 pela monotonicidade da funcáo. 
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Lembramos que uma função é dita monótona em quaisquer dos casos a seguir: 


e f é monótona crescente se x < y > f(x) < f(y); 
e f é monótona decrescente se x < y > f(x) > f(y); 
e f é monótona não decrescente se x < y > f(x) < f(y); 


e f é monótona não crescente se ፲ < y > f(x) > f(y). 


Exercício 4.3 Construa gráficos de exemplos de funções monótonas crescentes, 


monótonas decrescentes, monótonas não decrescentes e monótonas não crescentes. 


ሪ 


Teorema 4.3 Toda função monótona definida em um intervalo fechado de R é 


integrável. 


Demonstração: Seja f : [a,b] — R monótona. Sem perda de generalidade, podemos 
considerar, por exemplo, f não decrescente (e não constante, uma vez que se f for 
constante já sabemos que é integrável). Mais uma vez, iremos utilizar o Teorema 4.1 
(f é limitada pois, como é não decrescente, temos f(a) < f(x) < f(b),Vx € [a,b]). 
Observe que, para qualquer partição do intervalo [a,b] e qualquer subintervalo [x;_1, αι] 
desta partição, temos M; = f(x;) em; = f(x;-1), já que f é não decrescente. Assim, 
dado £ > 0, tomemos uma partição do intervalo fa, b] tal que que todos os subintervalos 


desta partição têm comprimento menor que ና > 0. Então, 


n 


SF, P)—s(f, ም) = He) -—f(@i-1)(@i-ai-1) < 3 Ha) Hai) = elf (6)—F(a)], 


1=0 1=0 


o que conclui a prova. 


Exercício 4.4 O que muda na demonstração do teorema acima, se considerarmos, por 


exemplo, f não crescente? 


Novamente poderíamos ter ajustado a constante f(b) — f(a) na demonstração acima 


de forma a obter a desigualdade S(f, P) — s(f, P) < e, bastando para isso tomar uma 
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partição com subintervalos de comprimento menor que =/[f(b) — f(a)]. Optamos por 
não fazer essa escolha, visto que consideramos em alguns casos pouco intuitivo para o 
leitor as razões de determinadas escolhas durante as demonstrações. Nosso intuito é 
tentar deixar o mais claro possível que, em geral, as escolhas são construídas durante o 


processo da demonstração e não imaginadas magicamente por quem demonstra. 


No Apêndice A, apresentamos um exemplo interessante de função que, embora seja 
descontínua em infinitos pontos (mais que isso, seu conjunto de descontinuidades é 
denso em R), ela é integrável, uma vez que é monótona. Assim, concluímos essa seção, 
observando que uma função pode não ser monótona e ser integrável (por exemplo 
se for contínua) ou não ser contínua mas ainda ser integrável (por exemplo, se for 
monótona). Veremos na próxima seção um outro critério que garante ainda que, mesmo 
que uma função não seja monótona e seja descontínua, dependendo do “tamanho” da 


sua descontinuidade, ela pode ainda ser integrável. 


4.3 Conjuntos de Medida Nula 


No exemplo dado no Apêndice A, apresentamos uma função “bastante descontínua” mas 
que ainda é integrável. Na verdade, o que ocorre é que nosso conceito de “bastante” 
tem que ser definido de maneira um pouco mais rigorosa e, dessa forma, veremos que, 
matematicamente, a função definida no Exemplo A.1 não é “tão descontínua” a ponto de 
não ser integrável. Torna-se matematicamente necessário portanto criar-se uma forma 


de medir esse conjunto de descontinuidades da função de uma maneira mais precisa. E 


justamente o que faremos, definindo o conceito de um conjunto de medida nula. 


Definição 4.6 (Conjunto de medida nula) Dizemos que um conjunto X C R tem 
medida nula se, dado ና > 0, existir uma coleção finita ou enumerável de intervalos 
abertos I, que cobrem X (isto é X C UI,) e cuja soma dos comprimentos é menor 
que £ > 0, ou seja, ΣΙ) < e (onde utilizamos a notação |I| = |b — αἱ para indicar o 


comprimento de um intervalo de extremos a e b). 
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Na definição acima, não explicitamos na união UTI, nem na soma ነ , |/ዜ| como o índice 
k varia, pois ele pode variar em um subconjunto finito dos naturais (no caso da coleção 
de intervalos ser finita) ou então no próprio conjunto dos naturais (no caso da coleção 
ser enumerável). Assim sendo, um conjunto terá medida nula (ou medida zero), se 
conseguirmos “cobri-lo” com um número no máximo enumerável de intervalos cuja 
soma de seus comprimentos seja tão pequena quanto se queira. Essa definição pode 
não parecer tão intuitiva em um primeiro momento, mas, observando alguns exemplos 


é possível entendê-la um pouco melhor. 


Exemplo 4.2 (Todo ponto tem medida nula.) Para mostrar que um ponto possui 
medida zero, basta construir uma sequência de intervalos encaixantes em torno do 
ponto. De fato, se X = (xo), dado ና > 0, considere por exemplo os intervalos em 


torno de xo 


o E E 
Ty = | @0 — 5 10 + ππα]» 


ou seja, a sequência de intervalos: h = (xo — ¿,To + $), I2 = (to — fg, To + 16), 
14 = (xo — 5,20 + 35), etc, cujos comprimentos serão |h| = 1, b| = g, 
B| = αντ τν] = 31. etc. Logo, a soma dos comprimentos dos intervalos que 
cobrem o ponto será dada por: 

Y YA € Y 1 = 17/2 E 
Cr 2-22 21-1/2 2 ' 
j=1 3-1 


o que mostra que X tem medida nula. 


Exemplo 4.3 (Todo subconjunto enumerável de R tem medida nula.) 

Se um conjunto é enumerável em R, então podemos cobrir cada um de seus pontos 
por intervalos de comprimento tão pequeno quanto queiramos, na verdade, podemos 
construir uma sequência de intervalos de maneira que seu comprimento tenda a zero. 
Dessa forma, a soma dos comprimentos de tais intervalos ficará tão pequena quanto 
queiramos. Uma formalização melhor desse argumento será discutida no Exercício 8 no 


final desta Aula. 


No exemplo A.2 do Apêndice A, apresentamos um conjunto não enumerável que, mesmo 


assim, tem medida nula. Esse conjunto bastante interessante é chamado Conjunto 
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de Cantor e é construído a partir do intervalo [0, 1], retirando-se deste uma união de 
intervalos abertos. A partir dele, construímos ainda uma função definida no intervalo 
[0, 1], como o limite de uma sequência de funções definidas em cada etapa do processo de 
construção do Conjunto de Cantor, chamada Função de Cantor. Essa construção mostra 
que, embora o conjunto de Cantor seja definido de uma maneira que pode parecer 
complicada ou estranha, a partir dele, pode-se definir uma função bem comportada. 
De fato, tal função é monótona não decrescente, contínua e, portanto, integrável. 
Apresentamos ainda no Apêndice A, utilizando novamente o conjunto de Cantor, um 
exemplo de função descontínua em um conjunto não-enumerável, mas que é integrável 


(Exemplo A.4). 


Concluímos que uma função pode ter infinitos pontos de descontinuidade e ainda assim 
ser integrável. Portanto, o “tamanho” (medida) do conjunto de descontinuidades da 
função tem que ser levado em conta para se determinar a integrabilidade. De fato, é 


possível provar o seguinte resultado (uma demonstração pode ser encontrada em [3]): 


Teorema 4.4 Uma função limitada f ፡ [a,b] > R é integrável se, e somente se, o 


conjunto de seus pontos de descontinuidade tem medida nula. 
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Exercícios: 


1. 


ES 


Obtenha a oscilação de cada função abaixo, nos intervalos especificados: 


(a) fi: RR, fi(z) = 2?, no intervalo [0, 2]; 


4’, 56 2 ¢ {0,2}, 
(b) fo: ROR, fo(z)=41, % 2 = 0. no intervalo [—1, 2]. 
3, 56 ፲2= 2, 


(ο) fz: (0,+%) > R, f3(x) = { 1, sea ímpar, 


’ ከዐ intervalo [2,15]. 
O, caso contrário, 


Diga se cada uma das funções do exercício anterior é contínua, justificando sua 


resposta. 


Quais das funções do exercício 1 são monótonas nos intervalos especificados? 


Justifique. 


Quais das funções do exercício 1 são integráveis a Riemann nos intervalos 


especificados? Justifique, utilizando os teoremas 4.2, 4.3 e 4.4. 


Utilizando o Exercício 7 do Capítulo 2, o Teorema 3.1 e o Corolário 3.1, mostre o 


Teorema 4.1. 


Mostre que, se f : [a,b] > R é integrável, então f é contínua em algum ponto 


de [α, b]. 


Utilize o Teorema 4.4 para mostrar que, se f : [a,b] > R é integrável, então o 
conjunto dos pontos onde f é contínua é denso em fa, b]. 
(a) Mostre que todo subconjunto enumerável de R tem medida nula. 


(b) Mostre que uma união enumerável de conjuntos de medida nula tem medida 


nula. 
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PROPRIEDADES DA 


INTEGRAL DE RIEMANN 


AULA 5: 
PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE RIEMANN 


OBJETIVOS: 


Ao terminar esta aula você deverá ser capaz de: 


e Conhecer e saber demonstrar algumas das propriedades da Integral de Riemann. 


e Conhecer as definições de parte positiva, parte negativa e módulo de uma função 


real. 


Mostraremos nesta Aula como obter algumas propriedades da integral de Riemann 
que estamos acostumados a utilizar, como a linearidade da integral, a operação de 
mudança de variáveis e o Teorema Fundamental do Cálculo. Provaremos essas e outras 


propriedades utilizando algumas das definições da Aula anterior. 


5.1 Propriedades da Integral 


Vamos iniciar esta Aula demonstrando a propriedade de linearidade da integral, ou seja, 
se duas funções f e g são integráveis, então a combinação linear delas também será 
integrável, isto é, crf + cag é integrável (a integral da soma é a soma das integrais e a 
integral de constante multiplicada pela função é a constante multiplicada pela integral 


da função). 


Teorema 5.1 Sejam f,g : [a,b] >» R integráveis ec € R. Então, a função cf + g 


também é integrável em [a,b] e 


/ሠ + g)(a)dx = ef f(x)dx + ዘመ 
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Demonstração: 56 ር = 0 não há o que mostrar, então vamos supor ር £ 0. Vamos 
utilizar o Teorema 4.1, logo, precisamos mostrar que dado ε > 0, existe uma partição 


P = { £0, £1,***, Zn} de [a,b] tal que 
S(cf +g, Ρ) -- slef +g, P) < e. 


Como f e g são integráveis, existem partições Pı e P> de [a,b] tais que S(f, Pi) — 
s( f, Pi) < ድ e S(g, Pa) — s(g, Pa) < e. Vamos assumir por simplicidade que ር > 0 (o 
caso ር < 0 é análogo - veja Exercício 2 desta Aula). Agora, seja P = Py U Ρο. Utilizando 
os Exercícios 5 e 9 da Aula 2 não é difícil concluir (veja Exercício 1 no final desta Aula) 


que 


S(cf +g, P) < S(cf, P) + S(g, P) = cS( f, P) + S(g, P) (5.1) 
e s(cf +g, P) 2 s(cf, P) + s(g, P) = cs( f, P) + s(g, P), ou seja, 
—s(cf +g, P) < —es(f,P) + s(g,P)] (5.2) 
e somando as duas desigualdades (5.1) e (5.2) acima obtemos 
S(cf +g, P) -- s(cf +g, P) < cS(f, P) + S(g, P) — les(f, P) + s(g, PJ). 


Além disso, como P refina ያጎ e Py, sabemos que as somas superiores para P não são 
maiores e as somas inferiores para P não são menores que as respectivas somas para P; 


e Po. Assim, 


S(cf f g, P) s(cf f g, P) < cS(f, Pi) + S(g, Pa) — [cs(f, Fi) +stg, P2)] 


ο que mostra que a função cf + g também é integrável em [a, b]. 
Segue da desigualdade (5.1) que 


[er + naar = mt Stef +9,1) < Sef + 9,7) < eS (f,T) + S(9,7), 


para toda partição m do intervalo [a,b]. Agora, qualquer partição do intervalo pode 
ser considerada como uma união de outras duas, isto é, para cada partição 7 podemos 


considerar 7 = PU Q e, como S(f,7) < S(f, P) e S(f,7) < S(f, Q), obtemos: 


πο “መሆ ያ) ο 
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Como a desigualdade acima é válida para quaisquer partições P e Q, também é válida se 
tomarmos o ínfimo sobre todas as partições P e sobre todas as partições Q (se convença 


disso, analisando o resultado do Exercício 7 da Aula 2), ou seja, 


κο < ο ο -Ὁ 


ef άν + ሠ 


Finalmente, como f e g são integráveis, sua integral superior coincide com as suas 


integrais de Riemann e com isso temos: 


ο ዘፀ Š 26... fs ፲)ዐ፲ 


De maneira análoga, podemos mostrar (veja Exercício 3 no final desta Aula) que 


[es + g)(x)dx > ef f(x)dx + [ g(x)dz. (5.3) 


Logo, pelas desigualdades acima e de (3.5), 


ef te yar οἱ ode < [Γεώ ες [eoe άν <e f /ዞ jar [ox 


e portanto, 


[ttt oe z= [κα Jin =e [fía Jar + fate 


o que completa a prova. 


O teorema anterior garante que a soma e a subtração de funções integráveis é integrável. 
Veremos posteriormente que o produto de funções integráveis é também integrável. Para 


isso, provaremos inicialmente o seguinte: 


Teorema 5.2 Se f é integrável em [a,b], então f? também é integrável em [a, b]. 


Demonstração: Vamos supor inicialmente que f seja não negativa, isto é, f(x) > 0 
para todo x E [a,b]. Como f é integrável em [a,b], pelo Teorema 4.1, dado e > O, 


existe uma partição P = {1ῃ,21,':',2μ} tal que 


n 


SU, Py = s(f, P) = ΥΩ — rig | Agi; = Es 


i=1 
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Temos pelo Exercício 10 da Aula 2: 


ገጌ n 


S( f°, P) — s(f?,P) = ኔ (MÍ = 717) Ax; = ኔ (ይ + mi)(Mi τα. mi) Ati. 
i=1 i=1 


Agora, seja M = sup f(x). Então, M; +m; < 2M, para todo i. Logo, 
xEla,b] 
S(f?, P) — s(f?, P) < 2M X (Mi; — mi) Az; = 2M[S(f, P) — s(f, P)] < 2Me, 
i=1 


o que prova que f2 é integrável, pelo Teorema 4.1. 


Se existir algum ponto tal que f(x) < 0, então teremos πι = inf f < 0. Nesse caso, a 
função f — m será não negativa e portanto (f — m)? será integrável. Agora, observe 
que (f —m)* = f? —2mf + πι, isto é, f? = (f — m)? + 2mf — m?. Como m é 
constante, a função constante m? é integrável e como f é integrável, pelo Teorema 5.1, 


a função 2m f também é. Logo, f? é uma combinação linear de funções integráveis o 


que garante novamente pelo Teorema 5.1 a sua integrabilidade. 


Teorema 5.3 Sejam f,g : [a,b] — R integráveis. Então, a função fg também é 


integrável em (a, 0]. 


Demonstração: Se f e g são integráveis, também será a função (f + g) de acordo com 
o Teorema 5.1 e, pelo Teorema 5.2, também serão as funções f?, g? e (f + ο)’. Μας, 


(f +9)? =f? +2fg + g?, isto é, 


fg= SU +9) -ም-ም) 


o que, novamente pelo Teorema 5.1, garante a sua integrabilidade. 


E importante salientar aqui que, embora o produto de duas funções integráveis seja 
integrável, a integral da função produto não é igual ao produto das integrais de cada 
uma das funções, diferentemente do que afirmamos para a soma (a integral da soma é 


a soma das integrais). 


É possível mostrar ainda (veja Exercício 6 no final desta Aula) que o quociente de duas 


funções integráveis é integrável, mas sob certas condições. De fato, se considerarmos 
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por exemplo f(x) = cosx e g(x) = x no intervalo [—1, 1], então ambas são integráveis. 
Entretanto, seu quociente (f/g)(x) = (cos x)/x deixa de ser uma função limitada no 
intervalo [--1. 1]. Logo, não podemos utilizar a Definição 3.4 para definir sua integral.! 
Além disso, mesmo que a função quociente seja integrável no intervalo, sua integral 
não será igual ao quociente das integrais (assim como ocorre no caso do produto de 


funções). 


Para o próximo teorema, denotaremos por f|[a,c] a restrição da função f ao dominio 


[a c]. 


Teorema 5.4 Seja a < ር < b. A função limitada f : [a,b] > R é integrável se, e 


somente se, suas restrições fl|la,c) e f|[c, b] são integráveis. No caso afirmativo, tem-se 


[ f(x)dx = ( f(x)dx + |. ida, 


Demonstração: Observamos inicialmente que, pelos exercícios 8 da Aula 2 e 3 da Aula 


3, temos (veja Exercício 4 no final desta Aula): 


[ (idee la Hodet [ fade [ ‘Hajde = [sede f ቦ)ሠ (5.4) 


Assim: 


“pb b το “pb c b το c “pb b 
ዘ ፦ለ፦ለ፦/ሥ![ዘፖ፦/ያ”፥![/(/”) 
a Ja a ር Ja ሠር « να. ο te. 
De (3.5) temos que cada parênteses acima é não negativo. Logo, o lado esquerdo da 
igualdade será zero, se e somente se, cada parênteses do lado direito for zero, o que 
mostra que f é integrável em [a,b] se e somente se f é integrável em [a,c] e [c,b]. 
Portanto, Ser = ይያ = f? f, se e somente se, | == fe |. = [bp = [of 


e conclui-se o teorema através de qualquer uma das igualdades em (5.4). 


O próximo teorema, cuja demonstração pode ser encontrada em [5], garante que alterar 
um número finito de imagens de uma função não altera os valores de suas integrais 


superior e inferior e, consequentemente de sua integral, caso ela exista. 


1 Nesse caso é necessária a introdução do conceito de Integral Imprópria, que foge ao escopo desse 
livro. Veja por exemplo a referência [5]. 
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Teorema 5.5 Sejam f eg funções que diferem em apenas um número finito de pontos 


de [a,b]. Então, as integrais superiores (e inferiores) de f e g são iguais. 


Exercício 5.1 Calcule a integral no intervalo [0,1] da função g : [0,1] > R definida 


como g(x) = 2’, se x € (0,1), g(0) = 2 e g(1) = 73. 


Mostraremos agora que o módulo (ou valor absoluto) de uma função integrável é 
integrável. Para isso, introduziremos inicialmente os conceitos de parte positiva e parte 


negativa de uma função, definidas em um intervalo J da reta. 


Definição 5.1 (Parte Positiva de Uma Função) Seja f : I > R. A parte positiva 
de f é a função f* : I > R definida por: 


_ ff x), se f(x) 50, 
F(a) = u se f(x) < 0. 


Observe que, na definição acima, a parte positiva da função é mantida e a parte negativa 
vira zero. À parte negativa da função será definida de forma análoga, mantendo agora 


os valores negativos da função e zerando seus valores positivos. 


Definição 5.2 (Parte Negativa de Uma Função) Seja f: I > R. A parte negativa 
de f é a função 7” : I > R definida por: 


ra _ ffx), se f(x) <9, 
f(a) = |. se f(x) > 0. 


O módulo (ou valor absoluto) de uma função f é a função que mantém os valores 


positivos de f e troca o sinal dos valores negativos, isto é, a função definida por 


Definição 5.3 (Módulo de Uma Função) Seja |: I > R. O módulo de f é a função 
| f| ፡ I > R definida por: 
_ff(z), se f(x) 20, 
fle = πω, απ κο 


Note que o módulo de f pode ser definido ainda como a soma das partes positiva e 


negativa da função f, isto é, |f| = ft + f~. 
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Exercício 5.2 Esboce os gráficos das partes positiva e negativa e do módulo da função 


f cujo gráfico está abaixo: 


-7/3 


Lema 5.1 Se f : [a,b] > R é integrável, então, sua parte positiva também ይ. 


Demonstração: Como f é integrável, dado ε > 0, existe uma partição 7 tal que 


S(f,m) — #(/, ሻ) < e. Agora, sejam 


M;= sup f, m;j= inf f, M7 = sup ft, m; = inf 7. 
ሠ7-1.24] ወ7--1፡ሞ7] [ወታ-1,94] ወ7--3፡=7] 


Para cada j, temos dois casos possíveis: ou existe algum x € [7;-1,%;] tal que f(x) > 0 


ou então f(x) < 0 para todo x € [x;_1, xj] e a parte positiva de f neste intervalo será 


identicamente nula. No primeiro caso, temos Mi = እያ 6 mi > mj. Logo, 


+ + i A 
M; = mj < Mj — mj. 


+= 


No segundo caso, M7 =m} 


0 e portanto, novamente teremos Μπι < Mj—m,. 


Logo, em ambos os casos, 


Sf )- ያ) = ቅ (Mi =m Mes — ὅρα) 


o que prova que f* é integrável. 
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Exercício 5.3 Mostre que se f : [a,b] > R é integrável, então f~ : [a,b] > R também 


é. 
Exercício 5.4 Mostre que se f : [a,b] > R é integrável, então |f| : [a,b] + R também 
b 
l7 
a 


Note que a recíproca do Exercício 5.4 acima não é verdadeira, isto é, uma função que 


é. Além disso, 


b 
< | If. (5.5) 


em módulo é integrável em [a,b] pode não ser integrável nesse intervalo. De fato, se 


considerarmos a função definida como: 


፦1, sex eQ, 
f(z) = 
1, sex Æ Q, 
então f não é integrável num intervalo [a,b] qualquer da reta (veja o Exemplo 3.2), 
enquanto |f| = 1 é uma função constante e portanto integrável em [a,b] (sua integral 


é, como sabemos, b — a). 


60 TÓPICOS DE ANÁLISE 


| topicos de Analise.indd 60 


02/01/2014 13:25:35 


topicos de Analise.indd 61 


Exercícios: 


1. Sejam f, g funções limitadas em [a,b] e P uma partição de [a, b]. 
(a) Utilizando o Exercício 9 da Aula 2, mostre que 
S(f +9, P) < S(f, P) + S(g,P) e s(f+g,P) 5 s(f, P) + s(9, P). 
(b) Utilizando o Exercício 5 da Aula 2, mostre que 
ιο —=cS Ph δε ο Je Ste Pp cl Po se c= 0: 
ich de= es pl) Se ορ -ὁ aten Pi cS( ος se ος. 
2. Repita a prova do Teorema 5.1 para o caso ር < 0. 
3. Mostre a desigualdade (5.3). 
4. Mostre as igualdades (5.4). 
5. Mostre que, se f e g são funções integráveis em [a, b], então: 


(a) f20> (Pf > 0: 

(b+) f>9=hif>h's 

(c) Se f > 0 é continua em [a,b] e f(c) > 0 para algum ር € [a,b], então, 
ከ 

(d) Observe que o item anterior é equivalente à afirmação de que se a integral de 
uma função contínua não negativa for zero, então a função é identicamente 
nula, isto é, 


ሠ =0 > o) ο ος ο. 


Mostre que a hipótese da continuidade é de fato necessária, isto é, dê um 
exemplo de uma função não negativa que não seja identicamente nula em 
um intervalo [a,b], mas cuja integral em [a, b] seja nula (note que exemplos 
de funções com essa propriedade mas que podem assumir valores negativos 


são triviais). 


AULA 5: PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE RIEMANN 


61 


02/01/2014 13:25:35 | 


6. (a) Mostre que, se g é integrável em [a,b] e 0 < k < |g(x)| para todo x € [a,b], 


então, a função E : [a,b] - R tal que 7(ሠ) = E é integrável. 


(5) Conclua do item anterior que, se, além disso, f é integrável em [a, b], então 


a função quociente A : [a,b] > R tal que (E) = fa é integrável. 
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TEOREMA FUNDAMENTAL 
DO CALCULO 


AULA 6: 
TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


OBJETIVOS: 


Ao terminar esta aula você deverá ser capaz de: 


e Enunciar e demonstrar o Teorema Fundamental do Cálculo. 


e Entender a relação entre a derivada e a integral de uma função e saber como fazer 


operações utilizando-as. 


e Conhecer algumas aplicações deste teorema. 


Nesta Aula, faremos a conexão entre os conceitos de integral e derivada e introduziremos 
o conceito de primitiva de uma função. Utilizaremos para isso o Teorema Fundamental 
do Cálculo, mas, para demonstrá-lo, precisaremos de alguns resultados preliminares. 
Recordaremos inicialmente o Teorema do Valor Intermediário, cuja demonstração pode 


ser encontrada em [5]. 


Teorema 6.1 (Teorema do Valor Intermediário) Seja f : [a,b] -» R contínua, com 


f(a) £ f(b). Então, dado L entre f(a) e f(b), existe ር € [a,b] tal que f(c) = L. 


Lembramos que o Teorema do Valor Intermediário garante que uma função contínua 
assume todos os valores no intervalo f(a) e f(b), isto é, a imagem de um intervalo será 
sempre um intervalo, no caso de uma função contínua (não constante). Precisaremos 


do Teorema do Valor Intermediário para demonstrar o teorema seguinte. 


Teorema 6.2 Seja f : [a,b] >R integrável e sejam M em respectivamente o supremo 


e o ínfimo de f em [a,b]. Então, 


b 
ር | f(t)dt « M(b—a) (6.1) 
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e com isso existe LER comm < L < M tal que 


T f(t)dt = L(b—a). (6.2) 


Se f for continua em [a,b], então esse número L será de fato uma imagem de f no 


intervalo, isto é, existe c € [α, b] tal que 


| tot rowa. (6.3) 


Demonstração: Da Desigualdade (3.4) temos 
m(b—a) < s(f, P) < S(f, P) < 370 -- a), 
para toda partição P de [a,b]. Logo, pelo Exercício 7 da Aula 2, obtemos: 
m(b — a) < Sup see) < inf S(f, P) < M(b— a) 


e consequentemente 


b 


a / /(በጩ< [roe < M(b—a). 


a 


Agora, como f é integravel, Jef (t)dt = ህወ = J? f(t)dt, o que mostra a primeira 
desigualdade e, consequentemente, a igualdade f? f(t)dt = L(b— a). Se f for ainda 


contínua, então, pelo Teorema do Valor Intermediário, existe ር € [a,b] tal que f(c) = L, 


o que finaliza a prova do teorema. 


Exemplo 6.1 Considere, por exemplo, a função f : [1,3] > R definida por f(x) = zx. 
Sabemos que a integral |. f representa a área sob o gráfico da função f no intervalo 
[1,3]. Logo, a área será a soma da área de um triângulo de base 2 e altura 2 com 
a área de um retângulo de base 2 e altura 1 (faça um esboço do gráfico de f para 
visualizar tal área). Sendo assim, concluímos que ee f(x)dx = P xdx = 4. Note que, 
nesse caso, b — a = 3 — 1 = 2 e o supremo e o ínfimo de f no intervalo [1,3] são 3 
e 1, respectivamente. Logo, nesse caso, m(b — a) = 1.2 = 2 e M(b— a) = 3.2 = 6. 
Claramente temos 2 < 4 < 6 e ainda 4 = 2.2 = 2(b — a), como garantido pelo teorema. 
Nesse caso, a função f é ainda contínua e, portanto, temos pelo teorema que L = 2 é 
imagem de algum ponto do domínio. De fato, tomando c = 2, obtemos f(c) = f(2) = 2 


e assim, [0 f(x)dx = f(c)(b -- a) = 2.2 = 4. 
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Exercício 6.1 Como podemos interpretar geometricamente o resultado do teorema 


anterior, isto é, a desigualdade (6.1) e as igualdades (6.2) e (6.3)? 


Observamos que no teorema anterior, utilizamos a notação J? f(t)dt, isto é, escolhemos 
utilizar como variável de integração t ao invés de x. Lembramos que essa variável 
pode ser tomada com qualquer outra escolha, uma vez que o resultado de uma integral 
definida em um intervalo é, de fato, uma constante (cuja interpretação geométrica já 
discutimos nas Aulas anteriores) e portanto a variável é auxiliar, não influenciando em 
nada no resultado. Optamos por essa escolha devido à definição que introduziremos a 


seguir. 


Definição 6.1 (Integral Indefinida) Seja I um intervalo da reta. Uma integral 


indefinida de uma função f : I > R é qualquer função F : I > R definida por 


R= Flas / " ዘፈ (6.4 


com α E I. 


Note que, pelo Teorema 5.4, se f : [a,b] — R é integrável, então também é integrável 
qualquer restrição de f nesse intervalo, em particular, /|[α, x] é integrável, para todo 


x € [a,b] e portanto a definição acima faz sentido. 


Mostraremos agora que, mesmo que uma função f não seja contínua, sua integral 
indefinida pode ser contínua. Dizemos assim que a operação de integração tende a 
regularizar a função (isto é, torná-la mais suave, bem comportada, contínua). Vejamos 


inicialmente esse fato por meio de um exemplo, antes de prová-lo como um teorema. 


Exemplo 6.2 Considere a função f : [0,2] > R definida por 


1. seO<t<l, 
¡deta sel<t<2. 


O gráfico da função f está representado na Figura 6.1. 
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Figura 6.1: Gráfico da função f. Figura 6.2: Gráfico da função F. 


Então, F : [0,2] > R definida por F(x) = fF f(t)dt é uma integral indefinida de f 
(note que, nesse caso, F(0) = 0). Obteremos a expressão para F lembrando da definição 
da integral definida como a área sob o gráfico da função. Observe que, como f está 
definida em duas partes, se 0 < x < 1, a integral indefinida representa a área entre o 
gráfico da função constante igual a um, o eixo t e as retas verticais t = 0 et = x, ou 
seja, a área de um retângulo de altura 1 e largura x, dada por A; = x (escolha um valor 
para x entre Oe 1 e esboce o gráfico de f no intervalo de O até o valor de x escolhido por 
você e verifique a área do retângulo obtido para se convencer desse fato). Sel < x < 2, 
então, a área sob o gráfico de f será a soma da área do retângulo de largura 1 e altura 
1, com um retângulo de altura 2 e largura x — 1, ou seja, 43 = 1 + 2(፲ — 1) = 2x — 1 
(escolha um valor para x entre 1 e 2 e esboce o gráfico de f no intervalo de O até o valor 
de x escolhido por você e verifique as áreas dos retângulos obtidos para se convencer 


desse fato). Assim, a integral indefinida de f será 


E seO<t<l, 
a sel<t<2. 


O gráfico de F está representado na Figura 6.2. Note que a descontinuidade que existia 
em f no ponto 1 desapareceu quando tomamos sua integral indefinida F, que passa a 


ser uma função contínua (observe que lim Finj=1="(1)). 
፳፦ቅ 


Teorema 6.3 Qualquer integral indefinida de uma função integrável em um intervalo é 


contínua nesse intervalo. 
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Demonstração: Precisamos mostrar que, se f: J > R for integrável, então, dado 
a € I, G(x) = [5 f(t)dt é contínua, para todo x € I. De fato, F(a) é uma função 
constante e a soma de funções contínuas é uma função contínua, logo, basta mostrar 
que G é contínua em T. Seja 20 € I. Então, é preciso provar que, dado ና > 0, existe 


ô > 0 tal que |G(x) — G(xo)| < e, para todo x € I tal que |x — 20| < ô. Mas, pelo 


a f(t)dt — ( ΠΠ = sua. 


Agora, seja M uma cota superior para f (que existe pois f é limitada, já que é integrável 


Teorema 5.4, temos: 


|G(a) — G(xo)| = 


em 1). Pela desigualdade (5.5), obtemos: 


σα) - σίου)! < / 


x 
| f(t)| dt < mf di= Meal. 
To 20 
De fato, a última integral representa a área sob o gráfico da função constante igual a um 
no intervalo, isto é, a área do retângulo de altura igual a um e largura da base |x — zo| 
(escrevendo como o módulo consideramos indistintamente os casos em que x é maior 
ou menor que xp). Como queremos encontrar um ὃ de tal forma que a diferença entre 


G(x) e G(x0) fique, em módulo, menor que £, basta portanto tomarmos por exemplo 


ô = 337 6, com isso, teremos, para todo x € (a,b) tal que |x — xo] < ὁ, 
ε 
IG(x) — G(xo)| < MO = 3 SE 


o que mostra que G é contínua em I e, consequentemente, F é contínua em 7. 


Antes de definir a primitiva de uma função, lembremos inicialmente o conceito de função 


derivável. 


Definição 6.2 (Derivada) Uma função f : I > R é dita derivável em um ponto a € I 


se existe o limite 


e, nesse caso, denotamos tal limite por f'(a) (a derivada de f no ponto a). 
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Observação 6.1 Lembramos ainda que, se definirmos h = x — a, então o limite acima 


é equivalente ao limite 


Definição 6.3 (Primitiva) Uma função F : I > R é dita uma primitiva de uma função 


f:I— R se 7”(፲) = f(x), para todo x € I. 


Assim, a definição acima nos diz que, se F é uma primitiva de f, temos: 


cas F(z) 
lim ነ = f(x), 


para todo x € I. 
Exercício 6.2 Determine primitivas para as funções f(x) = x”, g(x) = cos x, h(x) = e” 


e plx) = 3. 


Pela definição acima, percebemos que encontrar uma primitiva de uma função é fazer a 
operação inversa à operação de derivar a função. O Teorema Fundamental do Cálculo 


será o responsável por unir tal operação ao conceito de integral indefinida. 


Teorema 6.4 (Teorema Fundamental do Cálculo) Seja f : [a,b] > R integrável. 
Então, a função F definida em (6.4) é derivável em todo ponto x € [a,b] onde f é 


contínua e, nesses pontos, F'(x) = f(x). 


Antes de demonstrar o Teorema 6.4, vamos tentar entender melhor seu enunciado. Note 


que o teorema afirma que se f é contínua, então, f possui uma primitiva F e 
2 
F(x) = F(a) + / F"(t)dt. (6.5) 
a 


Ou seja, toda função contínua em [a,b| possui primitiva. Cabe aqui observar que nem 
toda função integrável possui uma primitiva. De fato, se considerarmos a função f do 
Exemplo 6.2, então, embora tenhamos obtido a integral indefinida F de f, F não é uma 


primitiva de f no intervalo [0, 2], já que F não é derivável no ponto x = 1 (observe pela 


70 TÓPICOS DE ANÁLISE 


| topicos de Analise.indd 70 


02/01/2014 13:25:38 


topicos de Analise.indd 71 


Figura 6.2 que há um bico no gráfico de F no ponto x = 1. Veja ainda o Exercício 2 no 
final desta Aula.). Observe que, pela Definição 6.3, para ser primitiva, deveríamos ter 
F’(x) = f(x), para todo x € [0,2]. Entretanto, o Teorema Fundamental do Cálculo 
garante que, se f for contínua, então isso não ocorre, ou seja, sempre teremos uma 


primitiva de f, dada por sua integral indefinida. 


Exercício Resolvido 6.1 Considere f integrável em [a,b] e contínua no ponto πρ € 
[a,b] e defina a função G(x) = f? f(t)dt. Mostre que G é derivável em xo e encontre 


(αρ). 


Resolução: Basta notar que, pelo Teorema 5.4, F(x) + G(x) = [é f(t)dt+ f° f(t)dt = 
{5 f(t)dt. Como f? f(t)dt é uma constante, sua derivada é zero. Logo, F'(£)+G' (x) = 


0 e assim, no ponto xo temos (α (xo) = —F'(xo) = — f (xo). 


Observe finalmente que o Teorema Fundamental do Cálculo garante ainda que, se f é 


contínua, então, da equação (6.5), 


/ ' ዘ6፳--70)-- F(a). 


Assim, o cálculo da integral definida ይ f(t)dt se reduz à busca por uma primitiva de f. 


Exercício 6.3 Calcule as seguintes integrais definidas: 


(a) he x’dx (b) pe cosaidx (c) de e*dx (d) J? ida 


Podemos proceder agora à prova do Teorema Fundamental do Cálculo: 
Demonstração: [Teorema Fundamental do Cálculo] 
Queremos provar que se f : [a,b] > R é integrável, então, F : [a,b] > R definida por 
μα 
πο 
α 


é derivável em todo ponto x € [a,b] onde f é contínua e, nesses pontos, F'(x) = f(x). 


Assim, seja f : [a,b] — R integrável em [a,b] e contínua em zo. Vamos mostrar que F 
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é derivável em xo e Ε (2ο) = f(xo). Para isso, precisamos analisar o que acontece com 


o quociente 
Εἴαο +h) — F(xo) 
h 


quando fazemos h tender a zero. Gostaríamos de dizer que esse quociente se aproxima 


de f(x0) à medida que h se aproxima de zero. Tomando |h| suficientemente pequeno 
de modo que zo + h € [a,b] e usando a definição de F, vemos que: 
roth 20 roth 
F(a +h) — Εἴου) = F(a) + |. ο ο. |. κθαν 
a a 20 
pelo Teorema 5.4. Agora, pelo Teorema 6.2, como f : [a,b] > R é integrável, existe L 
entre o ínfimo e o supremo de f em [0,20 + h] tal que 
xzo+h 
/ f(t)dt = Lh. 
20 
Como f é contínua em xo, temos que L > f(x9) quando h > 0. Logo, 


lim 
h=>0 


Pleo FN) ያጠ 


o que finaliza a prova. 


Exercício 6.4 Mostre que, sob as hipóteses do Teorema Fundamental do Cálculo, se F 
é uma primitiva de f, então F é também uma integral indefinida de f, isto é, se F'(x) = 
f(x) para todo x € [a,b], então existe ር € [a,b] tal que F(x) = F(c) + f7 f(t)dt, para 


todo x € [a,b]. 


Pelo Teorema Fundamental do Cálculo e pelo Exercício 6.4, vemos que, se f: I > R 
é contínua em J, então, os conceitos de primitiva e integral indefinida são equivalentes, 


isto é, F é uma primitiva de f se e somente se F é integral indefinida de f. 


Nos cursos de cálculo, aprendemos os métodos de integração por substituição (mudança 
de variáveis) e por partes. Veremos agora como obter esses métodos através do Teorema 
Fundamental do Cálculo. Para isso, vamos apenas relembrar um resultado importante 


da teoria de derivação, cuja demonstração pode ser encontrada em [3]: 
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Teorema 6.5 (Regra da Cadeia) Considere a composta fog: I > R tal que g é 
derivável em x € I e f derivável em g(x). Então, H = fog é derivável no ponto x e 


temos: 


Teorema 6.6 (Mudança de Variáveis) Sejam f : [a,b] >R contínua eg: |c, d] > R 


com derivada contínua tal que g([c, dl) C [a,b]. Então, 


[°° sear = raya (6.6) 
g(c) c 


Demonstração: Como f : [a,b] > R é contínua e ዐ([ር,ሟ) C [a,b], o Teorema 
Fundamental do Cálculo garante que existe uma primitiva F : [a,b] > R tal que 


g(d) 
i f(x)dx = F(g(d)) = F(g(c)). 


Definindo H = F o g obtemos portanto 


ፀ(ወ 
| Ades Hid = BO. 
g(c) 


Por outro lado, pela Regra da Cadeia, H'(x) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g/(x), para todo 
x € [c,d], ou seja, H é uma primitiva para a função à definida por d(x) = f(g(x))g' (x). 
Mas, como f e ο’ são contínuas, também é contínua a função produto ወ. Logo, pelo 
Teorema Fundamental do Cálculo, sua primitiva é também sua integral indefinida, ou 
seja, 


fotons oa = ma -Ho 


e com isso mostramos (6.6). 


Exercício Resolvido 6.2 Calcule ሠ + 2)* dx, identificando a mudança de variável 


envolvida, isto é, obtenha f e g do Teorema 6.6. 


Resolução: Basta enxergar a composta dentro da integral acima, isto é, considerando 
f(x) = xt e g(x) = 3x +2 temos que f(g(x)) = (3x + 2)*. Como g'(x) = 3, então, 
tomando c = 0 e d= 1 temos: 
d 1 
| /(ሀ(0)ያ()ወ = (3t+9)!3 dt = 3 | (3 + 2)*dt. 
ር 0 


1 
0 
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Pelo teorema de mudança de variáveis, a integral fÊ f(g(t))g'(t)dt é equivalente à 


integral |. f(x)dx. Note que, no nosso caso, temos g(c) = g(0) = 2 e g(d) = 


g(1) = 5. Logo, 
1 1/9 
/ (3t + 2) di = 5] ride. 
0 3 /2 


Sabemos do cálculo que uma primitiva para a função xt é αὖ/5. Logo, pelo Teorema 


Fundamental do Cálculo, 


T P 55 25 3125 32 3093 
xdx = = = . 
2 5 8 5 5 5 


Assim, fo Bex + 2)4da = 1. 353 — 3083, 


Observação 6.2 É comum denotarmos u = g(x), de forma que du = g'(x)dz e ο 


teorema de Mudança de Variáveis pode ser escrito como 


g(d) d 
lo f(a)de =| f(u)du 


No Exercício 6.2 bastava portanto definir u = 3x + 2, de forma que du = 3dz e, 


1 1 f5 1/55 95 3093 
3x + 2)4d => f “du = = 
ΣΣ, 3 ja (5 3 15 


Exercício 6.5 Calcule as seguintes integrais, identificando as mudanças de variáveis em 


portanto, 


cada caso, isto é, obtenha f eg do Teorema 6.6: 
(a) Px + 1)9dx (0) [GP cos(3a)de (ο) flerdr (d) f? ada 


Teorema 6.7 (Integração por Partes) Sejam f,g : [a,b] — R com derivadas 


contínuas. Então, 


Proswr=490-000- / ያህ (6.7) 


Exercício 6.6 Mostre a fórmula de integração por partes (6.7). (Sugestão: note que 
fg é primitiva de fg’ + f'g e integre essa soma usando o Teorema Fundamental do 


Cálculo. ) 
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Exercícios: 


1. Mostre o Teorema Fundamental do Cálculo sem utilizar o Teorema da Média 6.2, 
isto é, seja f : [a,b] —> R contínua em [a, b] e F tal que F(a) = F(xo)+ fio f(t)dt, 


para todo x € [a,b], com zo € (a,b). Então, F'(xo) = f (xo). 


2. Mostre, usando a Definição 6.2, que a função ያ" do Exemplo 6.2 cujo gráfico esta 


representado na Figura 6.2, não é derivavel em x = 1. 
3. Seja ϕ: [0,1] — R uma função com derivada segunda contínua. 


(a) Usando integração por partes, mostre que (1) = (0) + φ'(0) + Ja — 
Do (t)dt. 
(b) Mostre, da mesma forma, que se ዕ : [0,1] — R tem derivada de terceira 


ordem contínua, então ሪ(1) = ¢(0) + ሪ'(0) + 20 + [0 0H (41. 


(c) Usando indução, mostre que, se ¢ : [0,1] + R possui derivada de ordem n 


contínua, então 


_ "ብነ ፋ % (0) NO τ; 
#0) = 90) +90) + 4 RE fo Φά 
n—1 (0 1 q n—1 
5 yore cm ee 


4. Seja f : I + R com derivada de ordem n contínua no intervalo [a,a + h] C T. 
(a) Definindo q: [0,1] > R por ó(t) = f(a + th), mostre por indução que a i- 
ésima derivada de ¢ no ponto zero pode ser escrita como 6) (0) = f(a)h’. 


(b) Conclua, usando o Exercício 3 que 


; FONG e AS il Πλ ቿ 
Ha+h) = ያ(ዐ)+ያ (att sh 14h |, መዣ” )(a+th)dt. 


A expressão acima é chamada Fórmula de Taylor com resto integral. 


5. Seja g uma função derivável em um intervalo J e f contínua nos intervalos de 


extremos a e g(x), para todo x € T. 


(a) Mostre que h(x) = ጋ f (t)dt é derivavel em x € ያ e h'(x) = fíglx)g (). 


(b) Calcule a derivada da função h(x) = a εἴ dt. 
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6. Sejam g e h funções deriváveis em um intervalo J e f contínua nos intervalos de 


extremos g(x) e h(x), para todo ፲ € I. 


(a) Mostre que y(x) = ps F(t)dt é derivável em ፲ € Te 


g'(x) = f(A(a))h'(x) — /(9(ዎ))ያ (2). 


(b) Calcule a derivada da função y(x) = [E edt. 


cos x 
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APÊNDICE A: 


SUGESTÕES E SOLUÇÕES DE ALGUNS EXERCÍCIOS 


Neste apêndice são apresentadas soluções ou sugestões para alguns dos exercícios 


das Aulas anteriores. Algumas soluções não estão apresentadas por completo ou são 


apresentadas apenas sugestões de resolução justamente para que o leitor finalize as 


demonstrações. Recomenda-se que o leitor proceda à leitura das sugestões de resolução 


apenas após algumas tentativas mal sucedidas de resolver os exercícios e ainda, que 


preencha todas as lacunas nas resoluções abaixo, inclusive as partes das demonstrações 


que são análogas às apresentadas, para que os conteúdos sejam bem assimilados. 


Aula 2 


Exercício 1: Se M = max C, então M € C e é cota superior para C. Temos que provar 


que ele é a menor cota superior. Mas, de fato, para todo ε > 0, temos M — e < M. 


Logo, M = sup C. Demonstração análoga para o ínfimo. 


Exercício 2: 


(a) Α--[--π,Τ) > inf A= min A= —1,sup A =7, $ 


(b) B = (0, 1] U {2} > inf B = 0, Amin 77, sup B = max B 


max A; 


(c) C = {x € Q/x < T} > {inf C, AminC, sup C = 7, Å max C; 


(ἡ) D = {x € R/z éimpare3 < x < 100} > inf D = min D = 3,supD = 


max D = 99; 


(e) E = [-3,3] > inf E = min E = —3,sup E = max E = 3; 


(f) F = (-%, —1) U (5, +00) > $ 


inf F, Amin F, Å sup F, $ 


max F. 


Exercício 3: Pelo Postulado de Dedekind, se A C R, A ሦ # é constituído de números 


positivos, então existe inf 4. Queremos mostrar que podemos trocar a hipótese da 
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positividade pela limitação inferior. Então, suponha A CR, A Æ 0 tal que a > b, 
para todo a € A. Assim, o conjunto 4 — b = {a — b/a € A} é constituído de 
elementos positivos e é não-vazio, pois A Æ J). Logo, pelo Postulado de Dedekind, existe 
inf(A — b) = πι. Assim, m < a—b,Va € A, ou, equivalentemente, m +b < ዐ, ሃዐ € A. 
Além disso, dado € > 0, existe c € A — b tal que m+e > ር e, como ce A — b, existe 
αι € A tal que c= a; — b. Portanto, m + € > αι — b = (m + b) +e > αι, o que prova 


que m+ b = inf A. 


Exercício 4: Seja Ας R, A Æ 8 tal que a < M,Va € A e seja —A = {-a/a € A}. 


Então, —a > —M,Va € A e, pelo exercício anterior concluímos que existe inf(— A). 


Assim, seja m = inf(— 4). Por definição do ínfimo, m < —a, Va € A > —m > a,Va € 


A. Além disso, dado = > 0, existe --αι € (—A) tal que m +€ > αἱ > —m—e «αι. 


Com isso, obtemos que —m = sup A. 


Exercício 5: Queremos mostrar que sup(@A) = α inf A. Assim, seja m = inf A. Então, 
m < a,Va € A e, dado e > 0), existe αι € A tal que m +€ > αι. Agora, seja a < 0. 
Então, am > aa, Va € Ae, dado e, a(m+e) < aay > am+ae < aa. Logo, 


am = sup(a 4). 


Agora, seja a > 0 e seja M = sup A. Queremos mostrar que sup(@A) = asup A = 
aM. Mas, como M = sup A, temos M > a,Va € A e, dado e > 0, existe αι € A "tal 
que M -- ና < ዐ1. Logo, aM > aa, para todo a € Ae a(M — €) < aa > aM — ae < 


aa, e assim concluímos que aM = sup(aA). Demonstração análoga para o ínfimo.” 


Exercício 6: Considere A C B. Queremos mostrar que inf A > inf B. Suponha, por 
absurdo que ma = inf A < inf B = mg. Então, como Ας Be mg = inf B, temos 
mp < a,Va € A, ou seja, mp é cota inferior para A, maior que o ínfimo, o que é 


absurdo. Demonstração análoga para o supremo. 


Exercício 7: Suponha a < b, para todo a € Ae para todo b € B. Então, todo elemento 
de B é cota superior para A, logo, como sup A é a menor das cotas superiores, obtemos 
que sup A < ቅ, ሃቅ € B. Logo, sup A é cota inferior de B, mas então, sup A < inf B, já 


que o infimo é a maior das cotas inferiores. 
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Vamos provar agora que, se sup A = inf B, então, dado ና > 0, existem a € Aebe 2 
tais que b—a < e. Sejam = sup A = inf B. Então, como é o supremo de A, dado 
ና > 0, existe a € A tal que m — ε/2 < a, ou seja, 


ο. 
mE 
2 


e, como é também o ínfimo de B, existe b € B tal que 


E 
b< =. 
rs 


Somando as duas desigualdades, obtemos b — a < €, como queríamos mostrar. Agora, 
para provar a recíproca, suponha que sup A é diferente de inf B. Sabemos pela primeira 
parte da demonstração que não podemos ter sup 4 > inf B, então, forçosamente temos 
que sup A < inf B. Agora, defina ና = inf B — sup A > 0. Então, como b > inf B, para 
todo b € Bea < sup A > —a > —sup A, para todo a € A, somando as desigualdades 
obtemos que b— a > inf B — sup A =e, para todo a € A e b € B. Mostramos assim 
que, se sup A é diferente de inf B, então existe ና > 0 tal que, para todoa E€ .4 6 ሀ ር B, 


b— a > e, o que finaliza a demonstração. 


Exercício 8: Considere A, B C R limitados, não vazios. 


(a) Como A e B são limitados, existem números reais Ma e Mp tais que —MA < 
a < Ma, Ya € Ae —Mpg < ቅ < Mp, ነቅ € B. Logo, -(M4+ Mp) <a+b< 
Ma + Mp, Va € A e Vb € B, o que mostra que A+ B é limitado. 


(b) Suponha agora que M4 = sup Ae Mp = sup B. Então, a+b < Ma + Mp,Ya+ 
b € A+B. Além disso, dado ና > 0, existem a, € A eb. € B tais que MA—E < as 
eMp-e<b.. Com isso, Ma + Mp — 2e < as + bs € A+B, o que mostra que 


sup(A + B) = sup A + sup B. Demonstração análoga para o ínfimo. 
Exercicio 9: 
(a) Se f,g são limitadas, existem números reais My e Mọ tais que |f(x)| < My 


e |g(x)| < Μι, να € X. Então, pela desigualdade triangular, |(f + 9)(x)| = 
|7(α) + g(x)| < | f(x)| + |g(x)| < My + My, o que mostra que f + g é limitada. 
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(b) Sey € (f + g)(X), então, existe x € X tal que y = (f + g)(x) = f(x) + g(x) € 
FX) + α(Χ). 


(c) Segue do exercicio 6. 


(d) Sugestão: considere as funções f(x) = x e g(x) = —z restritas por exemplo ao 


domínio no intervalo [—1, 1]. 


Exercício 10: 


a) Se f,g são limitadas, existem números reais My e M, tais que |f(x)] < My e 
f g f 
|g(x)| < Mg, Vx € X. Então, (fg)(x)| = |/(α)|}9(α)| < Mi Mg, o que mostra 
que fg é limitada. 


(b) Se y € (fg)(X), então, existe x € X tal que y = (fg)(x) = ያ(፡)ፀ(፲) € 
F(X) G(X). 


(c) Segue do exercicio 6. 


(d) Sugestão: considere as funções f(x) = 4 e g(x) = x restritas por exemplo ao 
domínio no intervalo [1,2]. Então, sup f = 1, supg = 2 e sup(fg) = 1. Com 


isso, sup( fg) < sup f - sup ο. 


(e) Pelo item (c), sabemos que sup(f?) < (sup f)?. Suponha agora, por absurdo, 
que Mp2 = sup f? < (sup f)? = M$, em que My = sup f. Note que, como as 
funções consideradas assumem valores maiores ou iguais a zero, então sup f? e 
sup f são não negativos. Mas, então, existe x € X tal que \/Mp2 < f(x), pois, 
caso contrário, „Mp seria uma cota superior para f(X) menor que o sup. Assim, 
Mp < [/(፲)]”, o que é absurdo, pois Μα é cota superior para f?(X) = [f(X)]?. 


Demonstração análoga para o ínfimo. 


Aula 3 


Exercício 1: Pelo Postulado de Dedekind (veja Exercícios 3 e 4 da Aula 2), todo 
subconjunto não vazio de R, limitado inferiormente, tem um ínfimo e todo subconjunto 


não vazio de R, limitado superiormente, tem um supremo. Assim, se f é uma função 
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limitada, então sua imagem é limitada inferiormente e superiormente e é obviamente 
não vazia, em cada intervalo [x;_1,x;]. Logo, existem o supremo e o ínfimo de uma 
função limitada f no intervalo [x;-1,x;], mesmo que f não seja contínua. Se f for 
contínua, m; e M; coincidem respectivamente com o mínimo e o máximo de f em cada 


subintervalo [αι α. ፲.| (veja Proposição 4.1). 


Exercício 2: Como [፲፥--1, xi] C [a,b], para todo i, segue do Exercício 6 da Aula 2 que 


πι > m e Mi < M para todo i. Logo, m < mi < Mi < M, Vi e, com isso, 


m(b=a) = md αι = zi—1) < s( f, P) = ኔ milai ፦ Ti—1) 
i=1 1=1 
= S(f;P)= Y Mia, = 2-41) MS (a --ᾱ 1) = M(b-a) 
i=1 i=1 


Exercício 3: (a) Temos que mostrar que, nas definições de integral superior e inferior, 
podemos considerar o supremo e o ínfimo tomados apenas sobre as partições do intervalo 


[a,b] que contém c, isto é, 


[τω ው τα με, ΠΗ jdx = inf S(f, P), 


sendo o sup e o inf tomados sobre todas as partições de [a,b] que contém c. Para 
ver isso basta considerar uma partição Pp de [a,b] que não contém ር e considerar P} ο 
refinamento de P) que inclui o ponto ር. Mas então, pelo Teorema 3.1, a soma superior 
S(f, Ρι) será menor que S(f, Po), enquanto a soma inferior οί f, P¡) será maior que 


s(f, Po). Portanto, teremos 


inf S(f,P) < S(f, Ρι) < S(f, Po) 


κ λα > s(f, Ρι) > s(f, Po). 


Note assim que as partições que não contêm c podem ser desprezadas, uma vez que 
sempre podemos incluir o ponto c às partições e obter resultados “melhores” (mais 


próximos do ínfimo das somas superiores e do supremo das somas inferiores). 


(b) Denote as restrições de f aos intervalos [a,c] e [c, b] respectivamente por fa e fo, 


isto é, fa = flla,c] e fy = fllc,b] e sejam Α΄ = {s(fa, P)/P é partição de [a, ο} 
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e A” = {s(fy, P)/P é partição de [c,b]). Queremos mostrar que o conjunto A das 
somas inferiores de f relativas às partições de |a, b] que contém o ponto ር será dado por 
A = Α’ + A”. Mostraremos então que AC A’ + A” e A’ + A” C A de maneira que a 


igualdade tem que valer. 


Primeiramente mostraremos que A C A’ + A”. Para isso, seja s(f,P) € 
A. Então, P é uma partição de [a,b] que contém o ponto c, isto é P = 
[eo di ንክ መ” En}, COM To = Q, በዜ” b e to < t1 < መ Tk < 
C < ta <* < Zn. Agora defina P = {z9,21,---, £k, C} e Pa = 16 251) EnF. 
Então, P, é partição de [a,c], Po é partição de [c,b] e s( f, P) = s( fa, Pi) + s( fo, Pa). 
Como s(fa, Pi) € A’ e s(fo, Pa) ፎ A”, obtemos que s(f,P) € A’ + 4”. Logo, 
concluímos que A C 4'+ A”. 


Mostraremos agora que A’+.A” C A. Então, tomemos um elemento do conjunto Α' +A” 
qualquer, por exemplo s( fa, Pi) + s( fo, Pa), em que P, é uma partição de [a,c] e P> 
é uma partição de [c, b]. Assim, Py = {a, £1, +++, ፲አ--1,0] 6 Pa = (e, 28, , £m—1, b0}. 
Definindo a partição P como P = [a,21,-**,Tn-1,C, 28." ' › ፲)8--1, ፻], temos que P 
é partição de [a,b] contendo c e s(f, P) = s(fa, Pi) + s(fo, Pa). Logo, s(fa, Pi) + 
s( fo, P2) € A e concluímos que A’ + A” C A. 


Só temos ambas as inclusões A C A’+ A” e A’+ 4” C A ocorrendo simultaneamente se 
vale a igualdade A = Α’ + A” e com isso concluímos o exercício para o caso das somas 


inferiores. O caso das somas superiores é provado de maneira totalmente análoga. 


Exercício 4: A prova desse exercício é análoga à prova do exercício anterior. De fato, 
seja Py uma partição de [a,b]. Se Pı é uma outra partição qualquer de [a,b], sempre 
podemos refinar a partição ΓΙ incluindo os pontos de Py que não pertencem a Pi, 
ou seja, se Po = 10,21,22,'',፲አ--1,ኮ] e Py = [a,z1,22,***,2m-1,bj, definimos 
P = P¿ U P,. Novamente pelo Teorema 3.1, a soma superior S (f, Ρο) será menor que 


S(f, Pi), enquanto a soma inferior s( f, Pa) será maior que s( f, Pi). Portanto, teremos 


popeli) > s(f, Po) 2 s( f, Pi). 
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Note assim que as partições que não refinam Py podem ser desprezadas, uma vez que 
sempre podemos incluir os pontos de Py às partições e obter resultados “melhores” (mais 
próximos do ínfimo das somas superiores e do supremo das somas inferiores). Assim, 
na definição da integral superior e inferior podemos considerar o supremo e o ínfimo 


tomados apenas sobre as partições que refinam Po. 


Exercício 5: O Exercício 7 da Aula 2 garante que se X e Y são subconjuntos de R 
não vazios tais que 2 < y para todo x € X e todo y € Y, então, supX < infY eo 
Corolário 3.1 nos diz que, se f : [a,b] — R é uma função limitada e P e Q são partições 


quaisquer do intervalo [a,b], então, s( f, P) < S(f,Q). 


Definindo X = {s(f, P)/Pé partição dela, b]} e Y = {S(f, P)/Pé partição dela, ὑ]}, 
concluímos pelo Corolário 3.1 que x < y para todo xz € X e todo y € Y. Assim, do 
Exercício 7 da Aula 2, supp s(f, P) < infp S(f, P), logo: 
b “pb 
i f(x)dx < / f(x)dz. 


Aula 4 


Exercício 5: Para mostrar que as afirmações do teorema são equivalentes, precisamos 
mostrar que cada uma delas ocorre se, e somente se a outra ocorre. Provaremos que a 
afirmativa 1 ocorre se e somente se ocorre 2, que 3 implica 1 e finalmente que 2 implica 
3 (isto é, mais claramente em outra ordem, 1 > 2 > 3 = 1), o que fecha o ciclo e 


finaliza as equivalências. 


Assumindo a afirmação 1, temos que f é integrável, isto é, a integral superior e a 
integral inferior de f coincidem, isto é, supp s( f, P) = infp S(f, P). Denotando A = 
{s(f, P)/P é partição de [a,b]} e B = {S(f, P)/P é partição de [a,b]} os conjuntos 
das somas inferiores e superiores respectivamente, pelo Corolário 3.1 temos que toda 
soma inferior é menor que toda soma superior, logo, a < b, Va € A,b € B. Assim, 


pelo Exercício 7 da Aula 2 
sup A = inf B => dado e > 0, existem a € A e b ፎ B tais que b—a < e, 


de onde concluímos que 1 <> 2. Usando a igualdade acima também provamos que 


3 > 1, já que, assumindo 3 temos que dado ε > 0, existe uma partição P tal que 
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S(f, P) — s(f,P) < e, ou seja, existem a € A e b € B tais que b—a < e. Agora, 
assumindo 2, dado ና > 0, existem partições P e Q tais que S(f,Q) — s(f,P) < e. 
Considere portanto Py = PUQ, que é um refinamento de P e Q. Assim, pelo Teorema 


3.1, s(f, P) < s(f, Po) => —s(f, Po) < —s( f, P) e S(f, Po) < S(f,Q). Logo, 
S(f, Po) — s(f, Po) < S(F,Q) — s(f, P) < e, 


donde concluímos a afirmativa 3. 


Exercício 6: Queremos mostrar que se f é integrável em [a, b] então existe algum ponto 
xo ፎ [a,b] no qual f é contínua. Usando o Teorema 4.1, como f é integrável sabemos 
que existe uma partição P de [a,b] tal que 

= b—a 


S(f, P) -- s(f, P) = Ὁ 9፡፤(28 - 24-1) < 2 E 


1=0 


que é a condição de integrabilidade tomando ε = (b— a)/2. Agora, se w; > 1/2 
para todo i, teríamos μή (x; — Li-1) > a — ti-1 = (b — a)/2, o que seria 
absurdo. Portanto, Ee algum subintervalo T a o qual w; < 1/2. Chamaremos 
esse subintervalo de Jı = |ዐ1, »1] e podemos supor que seu comprimento é menor que 
(b — a)/2. De fato, se seu comprimento for maior, basta tomar um intervalo contido 
nesse cujo comprimento seja menor que (b— a) /2 e observar que a oscilação diminui ao 
tomarmos intervalos menores, uma vez que o máximo não pode crescer e o mínimo não 
pode diminuir (se convença disso!!!). Dessa forma, existindo um intervalo para o qual 


wi; < 1/2, com certeza existirá um de comprimento menor para o qual isso continua 


ocorrendo. 


A ideia agora é repetir sucessivamente esse argumento, de maneira a obter uma seguência 
de intervalos encaixantes com comprimento cada vez menor e cuja oscilação de f em 
cada um deles também fique cada vez menor. Assim, considerando a restrição de f ao 
subintervalo [a1, bi], existe uma partição ΡΙ de [ዐ1, bı] tal que 


b— a 


SA) = s(f, Pi) =D (£i — zi—1) < 22 


e dessa forma existe algum subintervalo à de Ρι (que podemos supor de comprimento 
menor que (b — a)/4) tal que w; < 1/4. Esse argumento pode ser repetido 


indefinidamente de maneira que construímos uma sequência de intervalos I; > Ig > 
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«++ D In Ὁ.’ tal que o comprimento de /,, seja |I,| < (b — a)/2” e cuja oscilação de 


f em In seja menor que 1/2”. 


Agora seja 20 = NI. (se convença da existência desse ponto de interseção!!!). Então, 
como a oscilação de f em In tende a zero à medida que n > œ e como | f(x) — f(x0)| 
é menor que a oscilação da função no intervalo contendo x e xg, dado ε > 0, existe 


ô >0 tal que |f(x) — f(xo0)| < e se |z — ፲0| < ô. 


Exercício 7: Queremos mostrar que se f : [a,b] > R é integrável, então o conjunto 
C = {x € [a,b)/f é contínua em x} é denso em [a,b], isto é, todo ponto de [a,b] 
é limite de alguma sequência de pontos de C todo ponto de [a,b] é aderente a C . 
Em outras palavras, queremos mostrar que, dado um ponto qualquer p € [a,b), toda 
vizinhança de p contém algum ponto de C (podemos obter pontos de C tão próximos 
quanto queiramos de p). Assim, basta mostrar que todo intervalo [c, d] C [a,b] contém 
algum ponto em que f é contínua. Mas, se existisse um intervalo [c,d] tal que f é 
descontínua para todo x € [c,d], então o conjunto de descontinuidades de f em [a,b] 


não teria medida nula e, pelo Teorema 4.4, f não seria integrável em [a, b]. 


Exercício 8: (a) Se X é um conjunto enumerável, então temos X = 
1፡1, 22): Zn; +}. Como cada ponto tem medida nula, dado e > 0, existem intervalos 
09.9) 
ε 
In j que cobrem cada £p, tais que 5 [Inl < T (note que, para cada ponto de X 
j=1 
tomamos €n = £/2” e consideramos a coleção enumerável de intervalos abertos que 
cobrem o ponto e cuja soma dos comprimentos é menor que επ). Então, 
[ο ο) 00 [ο ο) 00 [ο ο) 00 € 
Xc U Inj = U U Inj, sendo D> nal < 5 στα; 
n,j=1 n=1 j=1 n=1 j=1 n=1 


o que mostra que X tem medida nula. 


(b) A exata demonstração do item anterior já serve para mostrar que a união enumerável 
de conjuntos de medida nula tem medida nula. Note que a demonstração do item 
anterior só usou o fato de que um ponto é um conjunto de medida nula e que um 


conjunto enumerável é simplesmente a união enumerável de pontos. 
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Aula 5 


Exercício 1: Sejam f, g funções limitadas em [a,b] e P uma partição de [a, b]. 


(a) Utilizando o Exercício 9 da Aula 2 vamos mostrar que 


S(f+9,P) < ይያ.) + S(g, P). 


Pelo Exercício 9 da Aula 2, sabemos que sup( f +g) < sup f+sup g. Inicialmente, 
lembre-se que, dada uma função qualquer h definida em um intervalo [a, b] e dada 


uma partição P = 120 ' '  , £n} desse intervalo, a soma superior é 

n 

= 5 M} (z; E tizi); 

i=i 

em que MP denota o supremo da função h no i-ésimo subintervalo, isto é, 
MP = supfh(x)/x € [2;-1, xd}. 

Usando essa notação e o Exercício 9 da Aula 2, concluímos portanto que 
Μ/ 19 < MÍ + M?, para todo i. Logo: 


Sd +g, P) = Ma =f) = ys + MP) (x4 — 251) 


i=i 


= Σία, = Mi) ተ Σ ΜΡ — zi-1) = S( f, P) + S(g, P). 


i=i 


A desigualdade s(f+g, P) > s(f, P)+s(g, P) segue de forma totalmente análoga. 
(b) Utilizando o Exercício 5 da Aula 2, mostraremos que 
S(cf,P)=cS(f,P), se c>0 e S(cf,P)=cs(f,P), se ር < 0. 


Pelo Exercício 5 da Aula 2 temos que, se c > 0, então sup(cf) = csup f e, se 
c < 0, sup(cf) = cinf f. Assim, usando a notação definida no item anterior, 


concluímos que, se c > 0, então, Me = cMf para todo 7 e assim: 


S(cf, P = to —2;-1) = ος es) = ον. ΜΙ (αι--ᾱ. 1) = cS(f, P). 


1=1 i=1 


Por outro lado, 56 ር < 0, então MË = em. Logo: 


S(cf,P -Σνς, des μαζι ፦፡ፓሩ--1 =D mito =Ei-1) cs(f, P). 
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As igualdades 
s(cf, P) =cs(f,P), sec>0 e s(cf,P)=cS(f,P), se c<0, 


seguem analogamente. 


Exercício 3: Da desigualdade s(cf + g, P) > s(cf, P) + s(g, P) = cs( f, P) + s(g, P), 


obtemos: 


b 
[ (ef + (ሀ) = sup s(ef + 9,7) > slef + 9,7) 2 መ") + s(g,7) 


para toda partição π do intervalo [a,b]. Agora, qualquer partição do intervalo pode 
ser considerada como uma união de outras duas, isto é, para cada partição 7 podemos 


considerar 7 = PU Q e, como s(f,7) > s(f, P) e s(f,7) > s(f,Q), obtemos: 


[tes + ወመ > est, P) + (9,0) 


Como a desigualdade acima é válida para quaisquer partições P e Q, também é válida 
se tomarmos o supremo sobre todas as partições P e sobre todas as partições Q, ou 


seja, 


[ess ondas > suploS(f.P) + S(4,Q) = coup [ያ P) + sup δία. Q) 


,Q 
b b 
cf f(x)dx +f g(x)dz. 
Ja. Ja. 
Finalmente, como f e g são integráveis, suas integrais inferiores coincidem com as suas 
integrais de Riemann e com isso temos: 


/ሠ + g)(x)dx > e f foda + ራሥ 


o que prova (5.3). 


Exercício 4: Sejam as restrições de f aos intervalos [a,c] e [c,b] respectivamente 
denotadas por fa e fo, isto é, fa = flla,c] e fo = fl[c,b] e considere os conjuntos 
Α’ = [s(fa, P)/P é partição de [a,c]}, A” = [s(fp, P)/P é partição de [c,b]} e A = 
{s(f, P)/P é partição de [a,b] e ce P}. Pelo Exercício 3 da Aula 3, 


L 
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e, além disso, A = A’ + A”. Assim: 


ሖ = sup(A’ + A"). 


Agora, pelo Exercício 8 da Aula 2, temos que sup(A’ + A”) = sup A’ + sup 4”. Note 
ainda que sup A’ = ff f(x)dx e sup A” = Sef (a) de. Logo, 


b c b 
f ΠΟ / fan | 712169: 
Ja Ja Je. 
O caso da integral superior é provado de maneira totalmente análoga. 


Exercício 5: Se f > 0, então, para toda partição P temos s(f,P) > 0 e com isso 


conclui-se o item (a). O item (b) segue de (a) considerando-se f — g > 0. 


Para o item (ር), use a continuidade de f para concluir que existe um intervalo [α, 8], 
sendo β > a com ር € [0,8] C [a,b], tal que f(x) > f(c)/2 para todo x € la, 8). 
Então, LE > la (justifique) e 


B B ር ዕር B C 
[Modo | PO in ው / ar = Mg a) >0. 


Logo, f? f > 0. 


Para o item (d) basta definir uma função f que seja diferente de zero em um número 


finito de pontos de um intervalo e zero no restante e usar o Teorema 5.5. 


Exercício 6: (a) Como g é integrável, dado ε > 0, existe uma partição P tal que 
n 


5 wi(x;— zi—1) < ድፎ, sendo w; a oscilação de g no i-ésimo intervalo de P. Agora, para 
i=l . . 
quaisquer x, y nesse intervalo, 


Como a oscilação é sempre maior que a diferença entre as imagens da função em dois 


pontos e como |g(x)| > k para todo «x, então, 


| 1 1 E Wi 

gli) gly)|~ k? 

Assim, se 1; é a oscilação de 1/g no i-ésimo intervalo de P, então, τῶι < w;/k? (se 
n 


convença disso!). Portanto, 5 wi(z;—x;-1) < €/k?, o que mostra que 1/g é integrável. 
i=1 
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(b) Basta usar que o produto de funções integráveis é integrável. 
Aula 6 


Exercício 1: Como f(x) é constante, pelo Teorema 5.1 podemos escrever 


floh = fleo) [7 at= [Praga 


20 0 


Assim, obtemos: 


F (xo + ") = F(xo) f(xo) — እ ፖክ + h) -= Ε (αρ) — hf (xo)] 
= | [O roa f “plea 
1 /መዐተ» 
a f(t) — f(xo)dt. (7.1) 


Iremos finalmente utilizar a continuidade de f no ponto zo. Precisamos mostrar que 


ሰመ ን f(xo) = 0, o que é equivalente a mostrar que, dado e > 0, 


limao 


existe ô > 0 tal que, se 0 < |h| < ὃ, então, 


F(xo + h) — F(xo) 
h 


f(zo)| < e. 


Agora, como f é contínua em xo, temos que lim;,,, f(t) — f(x0) = 0, ou seja, dado 
ና > 0, existe ὁ > 0 tal que, se 0 < |t — zo| < ὃ, então, | f(t) — f(zo)| < e. Passando o 
módulo na equação (7.1), obtemos: 


F ίσο ተ h) — F(z0) 
h 


| = |i | Κθ- ያሠዐወ 


h Sao 


1 xzo+h 
a ( F(t) — Ρίου)! dt, 


pelo Exercício 5.4. Note que, se t está entre αρ e zo +h, então |t — zo| < |h]. Assim, 


tomando 0 < |h| < 6, obtemos | f(t) — f(xo)| < ce 


1 roth 
< al edt 
[h| Jaro 


ε ptoth 2; 
A É ae 


F(xo ጭ ነ == Ε(το) f(xo) 


Com isso, mostramos que F'(x9) = f(xo). 
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F(1+h)-F(1 
Exercício 2: Mostre que lim ከ ከፈ. (1) 
h=>0+ h 


Exercício 3: (a) Usando integração por partes e o Teorema Fundamental do Cálculo, 


obtém-se 


[o-oo oar= sma -d+ ዘ θα = 60) + 601) - 600. 


Os outros ítens seguem analogamente. 


Exercício 4: Basta usar a Regra da Cadeia e um argumento de indução. O item (b) 


segue diretamente do exercício 3. 


Exercício 5: (a) Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, podemos escrever h(x) = 
F(g(x)) — F(a), sendo F uma primitiva para f. Logo, pela Regra da Cadeia, segue que 
h é derivável e h'(x) = F(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x). Para calcular o item (b) basta 


usar o item (a). 


Exercício 6: Resolução análoga à do Exercício 5. 
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EXEMPLOS 


INTERESSANTES 


APÊNDICE B: 
EXEMPLOS INTERESSANTES 


O exemplo a seguir ilustra uma situação interessante de uma função que possui infinitos 
pontos de descontinuidade (mais que isso, seu conjunto de descontinuidades é denso 
em R, uma vez que ela será descontínua para todo racional e Q é denso em R), mas é 


integrável, já que é monótona. 


Exemplo A.1 Seja (rn) uma sequência de números racionais obtida pela enumeração 


de Q e defina a função f : R >R tal que 


em que somamos sobre todos os índices n para os quais rn < x. Como 1/n? > 0, então 
claramente temos 
ο. 
τς 
Τη n n n 


e como a última série é convergente, concluímos que a primeira também é, o que garante 


que a função f está bem definida. 


Além disso, a função f é crescente, pois se x < y, então {n e N/rn < xj C {πε 


N/rn < y). Logo, 


/)>= Σ a<D a=sw. 


τησ q Tn<y 


Com isso, concluímos pelo Teorema 4.3 que f é integrável em qualquer intervalo fechado 
da reta. Vamos mostrar agora que, embora integrável, f possui um número infinito de 


descontinuidades. 


Afirmamos inicialmente que f é continua nos irracionais, isso é, em todo x # rn. De 


fato, se x Æ rn, Yn, então, dado h > 0 temos: 


ακουω Y a e f@%)-fe=-)= Y œ 


w<rn<ath it x—h<r,<zx 
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Observe que, em ambos os casos acima, o limite quando fazemos h tender para zero é 
zero, já que, como x # Tn, quando h tende a zero não somaremos sobre nenhum índice. 


Daí concluímos que 
188 f@ +h) -- f(a) = lim /(α +h) -- /(8] = 0 Jim Ha +h) - fle) =0, 


o que mostra que f é continua em x irracional. Se por outro lado x for racional, isto é, 
existir N € N tal que x = ry, então, dado h > 0, 

frwt+h)-flrn)= ኔ ; - 8 {(εν) - ያ(፣ጽ -ጳ3= Y Er 

ΤΝ ΤΙ «ΤΝ ተይ rn—h<rn<rn 

Note que, na primeira soma acima, tomando o limite quando h — 0 obtemos 1/N? 
(pois temos a soma sobre os naturais n tais que ry < rn < ΤΝ, isto é sobre n = N). 
Por outro lado, tomando o limite quando h — 0 na segunda soma, deveríamos somar 
sobre todos os n tais que ry < Tn < ry, o que nos leva a índice nenhum, isto é ο 


segundo limite será zero. Assim, obtemos: 
im ያሆ +እ) = /ሆእ) e dim ያሆአ +h) ዎ f(ra) 


e portanto a função é contínua à esquerda nos racionais, mas é descontínua à direita, 


ou seja, f é descontínua para todo x € Q. 


Exemplo A.2 (O Conjunto de Cantor) Vamos definir agora o conjunto de Cantor 
que, embora não enumerável, tem medida zero. Ele será construído a partir do intervalo 


[0, 1], retirando-se deste uma união de intervalos abertos. 


Divide-se inicialmente o intervalo [0,1] em 3 partes e retira-se o terço médio aberto 
(1/3,2/3). Faz-se o mesmo com os dois intervalos restantes, retirando-se de cada um 
deles seu terço médio, sobrando o conjunto [0, 1/9] U [2/9, 1/3] U [2/3, 7/9] U [8/9,1]. 
Repete-se esse procedimento indefinidamente e o conjunto restante K dos pontos não 


retirados é chamado conjunto de Cantor. 


Observe que a união de intervalos abertos é um aberto e, como o conjunto de Cantor 
é o complementar deste aberto, então ele é um conjunto fechado. Além disso, como 
K c [0,1], então, K é limitado e, com isso, compacto (conjunto fechado e limitado em 


R). É possível provar (veja por exemplo [4]) que K é não enumerável. Observe ainda 
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0 1/3 2/3 1 


Figura A.1: O conjunto de Cantor. 


que a soma dos comprimentos dos intervalos removidos é 1, que é o mesmo comprimento 


do intervalo inicial. De fato, o primeiro intervalo removido tem comprimento 1/3. 


Em seguida, cada um dos dois intervalos removidos tem comprimento 1/9 e cada um 
dos quatro na etapa seguinte tem comprimento 1/27, isto é, na n-ésima etapa, a soma 


dos comprimentos dos intervalos retirados é: 


A E 
Ἢ ው 


e, portanto, no limite, 


pri 1.1 
i 91) ela 


n=0 
A conta anterior nos dá uma noção intuitiva de que portanto o conjunto de Cantor 
deveria ter medida zero (uma vez que o intervalo [0,1] também tem comprimento 1). 
Isso realmente ocorre e podemos demonstrar esse fato pela Definição 4.6, denotando por 
Ky, a união dos intervalos que não foram retirados na n-ésima etapa do processo (união 
de 2” intervalos, cada um com comprimento 1/3"). Com essa notação o conjunto de 


Cantor será expresso por 


A notação acima nos permite concluir novamente que K é fechado. De fato, cada Ky, 
é uma união finita de fechados, logo, K, é fechado, para todo n, e como a interseção 
de fechados é um fechado, obtemos K frechado (veja [2]). Além disso, K é coberto 
pelos intervalos em qualquer K, e, portanto, dado ና > 0, podemos tomar n E N tal 
que (2/3)" < e (note que, na n-ésima etapa, a soma dos comprimentos dos intervalos 
restantes é (2/3)"). Isso mostra que, de fato, o conjunto de Cantor, embora não 


enumerável, possui medida zero. 
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Dizemos ainda que o conjunto de Cantor é “magro”, já que é possível ainda mostrar que 
ele está contido numa reunião enumerável de fechados com interior vazio [1]. Assim, 
embora aparentemente “estranho”, o conjunto de Cantor possui diversas propriedades 
interessantes e algumas características que fazem com que um conjunto seja de certa 


forma bem comportado (por exemplo o fato de ser compacto). 


Construímos no exemplo anterior um conjunto compacto, não enumerável, de interior 
vazio e medida nula. A partir desse exemplo, construiremos agora uma função definida 
no intervalo [0, 1], como o limite de uma sequência de funções construída em cada etapa 


do processo de construção do Conjunto de Cantor. 


Exemplo A.3 (A Função de Cantor) Seja Rn = [0,1] — Ky, sendo K, a união 
definida anteriormente. Então, R» consiste em 2” — 1 intervalos I7 (j =1,---,2”-1), 
removidos nos primeiros n estágios da construção do conjunto de Cantor. Seja fn a 
função contínua que satisfaz f,(0) = 0, fr(1) = 1, falx) = 927” para x € I}, para 


todo j = 1,---,2" — 1 e que é linear em cada intervalo de Kpn. 


Observe que, com essa definição temos, por exemplo, para n = 1, f¡(0) =0, fi(1) = 1 


efile) = 3, para todo x € Il = (3, 2), sendo seu grafico representado pela linha 
pontilhada na Figura 4.2 abaixo. Para n = 2, temos /3(0) = 0, fo(1) = 1 e fo(x) = A 
com j = 1,2,3, para x € I?, cujo gráfico está representado pela linha contínua na 


Figura Α.2. 


Figura A.2: Construção da Função de Cantor. 
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Por construção, cada fn é não decrescente e note que cada intervalo removido na n- 
ésima etapa I permanece removido na etapa seguinte sendo fn+ı(£) = fn(x) para 
todo x € If. Além disso, é possível mostrar (veja [6]) que a diferença entre πι e 
fn pode ser feita tão pequena quanto se queira tomando n suficientemente grande, 
ou seja, que a sequéncia (fn) converge uniformemente em [0,1]. Definindo a função 
f : [0,1] > R por f = Jim fn, obtemos que f(0) = 0, f(1) = 1, f é monótona não 
decrescente, contínua e constante em cada intervalo removido. Logo, pelo Teorema 4.3, 


f é integrável. 


Exemplo A.4 Defina a função f : [0,1] >R tal que 


0, se xexk, 

1. se ፓፍ 7. 
Observe que, para uma função ser continua em um ponto xy € [0,1], dada uma 
vizinhança de f(xo) (isto é um intervalo aberto contendo f(xo)), tem que existir uma 
vizinhança de xq tal que a imagem de qualquer ponto dessa última pertença à vizinhança 


de f(xo). Estudaremos portanto a continuidade de f. 


1. f é contínua para todo x É K: Como [0,1] — K é um aberto, então é vizinhança 
de qualquer ponto x É K. Além disso, para todo x € [0,1] — K temos f(x) = 1 
(ou seja, a função é localmente constante). Portanto, dado ና > 0 e ፲0 É K, 
temos | f(x) — f(xo)| = 0 < © para todo x € [0,1] — K. Isso mostra que f é 


continua para todo x € [0,1] — K. 


2. f é descontínua para todo x € K: Como o conjunto de Cantor não possui pontos 
interiores | (int K = Ú), então f é descontínua em todo x € K. De fato, dado 
zo € K, como não há nenhuma vizinhança de xy totalmente contida em K, 
sempre irá existir um ponto da vizinhança no complementar [0,1] — K e com isso, 
uma imagem de f com valor 1. Assim sendo, a diferença entre duas imagens 
em qualquer vizinhança de f(x) não ficará tão pequena quanto se queira, pois 


sempre existirá um x nessa vizinhança, tal que |f(x) — f(x0)| = 1. 


Lembramos que um ponto a é ponto interior de X C R, se existir alguma vizinhança de a 
contida em X, ou seja, se Je > 0 tal que (a—e,a+e) C X. 
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Note que, apesar de ser descontínua em um conjunto não enumerável, f é integrável, 
pelo Teorema 4.4, já que seu conjunto de descontinuidades é K, que, como já vimos, 


tem medida nula. Assim, 


[ f(x)dx = [1o = ሠ 


Além disso, como int K = 0, dada qualquer partição P do intervalo [0,1], todos os 
subintervalos de P contêm pontos de [0,1] — K. Logo, M; = 1, para todo i, portanto, 


S(f,P) = 1 para toda partição P, com isso T f(x)dx = 1 e consequentemente 


[ ο መ 
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